
❉❛♠❛❣❡ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥

❲✐♥❞ ❚✉r❜✐♥❡✬s ❇❧❛❞❡s ✉s✐♥❣

❆✉t♦♠❛t❡❞ ❱✐s✉❛❧ ■♥s♣❡❝t✐♦♥

❚✐❛❣♦ ▼✐❣✉❡❧ ❞❛ ❈✉♥❤❛ ❈❡st❡✐r♦

❚❤❡s✐s t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ▼❛st❡r ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡ ❉❡❣r❡❡ ✐♥

▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣

❙✉♣❡r✈✐s♦r✿ Pr♦❢✳ ❆❧❡①❛♥❞r❛ ❇❡♥t♦ ▼♦✉t✐♥❤♦

❊①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❈♦♠♠✐tt❡❡

❈❤❛✐r♣❡rs♦♥✿ Pr♦❢✳ ❈❛r❧♦s ❇❛♣t✐st❛ ❈❛r❞❡✐r❛

❙✉♣❡r✈✐s♦r✿ Pr♦❢✳ ❆❧❡①❛♥❞r❛ ❇❡♥t♦ ▼♦✉t✐♥❤♦

▼❡♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❈♦♠♠✐tt❡❡✿ Pr♦❢✳ ❏❛❝✐♥t♦ ❈❛r❧♦s ▼❛rq✉❡s P❡✐①♦t♦ ❞♦ ◆❛s❝✐♠❡♥t♦

❏✉❧② ✷✵✷✵
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❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts

❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ■ ✇❛♥t t♦ ❡①♣r❡ss ♠② ❣r❛t✐t✉❞❡ t♦ ♠② ❢❛♠✐❧②✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t♦ ♠② ♣❛r❡♥ts✱ ✇❤♦ s✉♣♣♦rt❡❞

♠❡ t❤r♦✉❣❤ t❤✐❝❦ ❛♥❞ t❤✐♥✳ ❚❤❡② ❣❛✈❡ ♠❡ t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ st✉❞② ✐♥ t❤❡ ❜❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❢❛❝✉❧t②✱ t♦ ❞♦

❊r❛s♠✉s ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❛♥❞✱ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t✱ t♦ ❜❡❝♦♠❡ ❛♥ ❡♥❣✐♥❡❡r✳

▼② ♣r♦❢♦✉♥❞ ❣r❛t✐t✉❞❡ t♦ ♠② ❣✐r❧❢r✐❡♥❞✱ ❈♦♥st❛♥ç❛ ▲✐♥♦✱ ♥♦t ♦♥❧② ❢♦r t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜✉t

❛❧s♦ ❢♦r ♠❛♥❛❣✐♥❣ t✐♠❡ ❛♥❞ ❡✛♦rt t♦ ❞r❛✇ ❛❧♠♦st ❡✈❡r② s❝❤❡♠❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳

▼② s✐♥❝❡r❡ t❤❛♥❦s t♦ ❛ ❧♦♥❣ t✐♠❡ ❢r✐❡♥❞✱ ●♦♥ç❛❧♦ P❛✐s✱ ❢♦r t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ♣❛t✐❡♥❝❡ t♦ ❤❡❧♣ ♠❡

✇✐t❤ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❡♣ ❧❡❛r♥✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❲✐t❤♦✉t ❤✐♠ t❤✐s ✇♦r❦ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳

■ ❛♠ ❡①tr❡♠❡❧② ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ ❛❧❧ ♠② ❢r✐❡♥❞s ❢r♦♠ ❈♦❧é❣✐♦ ▼✐❧✐t❛r✱ ✇❤♦ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❜② ♠② s✐❞❡ t❤r♦✉❣❤ ❛❧❧

t❤❡s❡ ②❡❛rs ♦❢ st✉❞✐❡s ❛♥❞ ♥❡✈❡r st♦♣♣❡❞ ♠♦t✐✈❛t✐♥❣ ♠❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ❤✉❣❡ t❤❛♥❦s t♦ ♠② s✉♣❡r✈✐s♦r Pr♦❢✳ ❆❧❡①❛♥❞r❛ ❇❡♥t♦ ▼♦✉t✐♥❤♦✱ ❢♦r t❤❡ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧

s✉♣♣♦rt ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❍❡r ❣✉✐❞❛♥❝❡ ✇❛s ❡ss❡♥t✐❛❧ ❢♦r t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳

✐✐✐
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❆❜str❛❝t

❲✐t❤ t❤❡ r✐s✐♥❣ ♦❢ ❛✇❛r❡♥❡ss r❡❣❛r❞✐♥❣ ❣❧♦❜❛❧ ✇❛r♠✐♥❣✱ r❡♥❡✇❛❜❧❡ ❡♥❡r❣② s♦✉r❝❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥❝r❡❛s✲

✐♥❣❧② t❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐♥❞✉str②✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✷✺❪✱ ✐♥ ✷✵✶✼✱ ✇✐♥❞ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t❡❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦st

❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❛♠♦✉♥t ✭7.7%✮✱ ❢r♦♠ ❛❧❧ r❡♥❡✇❛❜❧❡ ❡♥❡r❣✐❡s ✭t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✇❛s ❤②❞r♦♣♦✇❡r ✇✐t❤ 85.2%✮✳ ❉✉❡ t♦

✇✐♥❞ ❡r♦s✐♦♥ ❛♥❞ ♦t❤❡rs ❢❛❝t♦rs✱ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡ ❜❧❛❞❡s ❛r❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❤✐❣❤❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❞✉r✐♥❣ ✇♦r❦✳ ■♥ t❤❛t

s❡♥s❡✱ ♣❡r✐♦❞✐❝ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ♣r♦❧♦♥❣ t❤❡✐r ❧✐❢❡t✐♠❡✳ ❱✐s✉❛❧ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞

❜② tr❛✐♥❡❞ ✐♥s♣❡❝t♦rs✱ ❤♦✇❡✈❡r ❛♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ t♦❧❧ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t♦ ❝✉t ❞♦✇♥ t❤❡ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ t✐♠❡

❛♥❞ t♦t❛❧ ❝♦st✱ ✇❤✐❧❡ ❛❧s♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡✐♥❣ ♦✈❡r❛❧❧ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡s ✐❞❡♥t✐✜❡❞✳ ❑♥♦✇✐♥❣ t❤❡r❡ ❛r❡

st✐❧❧ ♥♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱ t❤✐s ✇♦r❦ ❛✐♠s t♦ ❡①♣❧♦r❡ t♦♦❧s ❢♦r ❛✉t♦♠❛t✐❝ ✈✐s✉❛❧ ❞❛♠❛❣❡

❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❜❧❛❞❡s ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡s ❢❛r♠s✳ ❋♦r

t❤❡ ♣✉r♣♦s❡✱ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ■♥ ❛ ✜rst ❛tt❡♠♣t✱ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱ ✉s✐♥❣ ♦♥❧②

❝❧❛ss✐❝ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ♣♦✐♥t ❝❧✉st❡r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❑♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s

❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❞❡❡♣ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✇❡r❡ ❡①♣❧♦r❡❞ ❛s s❡❝♦♥❞ ♦♣t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦

❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ ❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✳ ■♥ t❤❡ ❡♥❞✱ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞

❢♦r t❤❡ s❛♠❡ s❡t ♦❢ ✐♠❛❣❡s✱ ❝♦♥✜r♠✐♥❣ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢

❞❡❡♣ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s t♦ ❛❞❛♣t t♦ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ t❛s❦s✱ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ❣♦♦❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ r♦❜✉st♥❡ss✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡s✱ ❛✉t♦♠❛t❡❞ ✈✐s✉❛❧ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥s✱ ❞❛♠❛❣❡s ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱

❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥✱ ❞❡❡♣ ❧❡❛r♥✐♥❣
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❘❡s✉♠♦

❈♦♠ ♦ ❛✉♠❡♥t♦ ❞❛ ❝♦♥s❝✐❡♥❝✐❛❧✐③❛çã♦ r❡❧❛t✐✈❛♠❡♥t❡ ❛♦ ❛q✉❡❝✐♠❡♥t♦ ❣❧♦❜❛❧✱ ❛s ❢♦♥t❡s ❞❡ ❡♥❡r❣✐❛s

r❡♥♦✈á✈❡✐s sã♦ ❝❛❞❛ ✈❡③ ♠❛✐s ♦ ❢♦❝♦ ❞❛ ✐♥❞ústr✐❛ ❞❡ ❡♥❡r❣✐❛ ✳ ❉❡ ❛❝♦r❞♦ ❝♦♠ ❬✷✺❪✱ ❡♠ ✷✵✶✼✱ ❛ ❡♥❡r❣✐❛ ❞♦

✈❡♥t♦ ❢♦✐ r❡s♣♦♥sá✈❡❧ ♣♦r ❣❡r❛r ❛ s❡❣✉♥❞❛ ♠❛✐♦r q✉❛♥t✐❞❛❞❡ ❞❡ ❡❧❡❝tr✐❝✐❞❛❞❡ ✭7.7%✮✱ ❞❡ t♦❞❛s ❛s ❡♥❡r❣✐❛s

r❡♥♦✈á✈❡✐s ✭❛ q✉❡ ❣❡r♦✉ ♠❛✐s ❢♦✐ ❛ ❤í❞r✐❝❛ ❝♦♠ 85.2%✮✳ ❉❡✈✐❞♦ à ❡r♦sã♦ ❞♦ ✈❡♥t♦ ❡ ♦✉tr♦s ❢❛❝t♦r❡s✱ ❛s

♣ás ❞❛s t✉r❜✐♥❛s ❡ó❧✐❝❛s sã♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥t❡s ❛❧t❛♠❡♥t❡ ❛❢❡❝t❛❞♦s ❞✉r❛♥t❡ ♦ ❢✉♥❝✐♦♥❛♠❡♥t♦ ❞❛s ♠❡s♠❛s✳

◆❡ss❡ s❡♥t✐❞♦✱ ✐♥s♣❡çõ❡s ♣❡r✐ó❞✐❝❛s ❞❡✈❡♠ s❡r ❡❢❡❝t✉❛❞❛s ♣❛r❛ ♣r♦❧♦♥❣❛r ❛ ✈✐❞❛ út✐❧✳ ■♥s♣❡❝çõ❡s ✈✐s✉❛✐s

sã♦ ❡❢❡❝t✉❛❞❛s ♣♦r ✐♥s♣❡❝t♦r❡s tr❡✐♥❛❞♦s✱ ♥♦ ❡♥t❛♥t♦ ✉♠❛ ❢❡rr❛♠❡♥t❛ ❛✉t♦♠át✐❝❛ ♣♦❞❡ s❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❞❛

♣❛r❛ r❡❞✉③✐r ♦ t❡♠♣♦ ❞❡ ✐♥s♣❡❝çã♦ ❡ ♦ ❝✉st♦ t♦t❛❧✱ ❣❛r❛♥t✐♥❞♦ t❛♠❜é♠ ✉♠❛ ❝♦❡rê♥❝✐❛ ❣❡r❛❧ ♥♦s ❞❛♥♦s

✐❞❡♥t✐✜❝❛❞♦s✳ ❙❛❜❡♥❞♦ q✉❡ ❛✐♥❞❛ ♥ã♦ ❡①✐st❡♠ s♦❧✉çõ❡s ❛✉t♦♠át✐❝❛s ♣❛r❛ ♦ ❡❢❡✐t♦✱ ❡st❡ tr❛❜❛❧❤♦ ✈✐s❛

❡①♣❧♦r❛r ❢❡rr❛♠❡♥t❛s ♣❛r❛ ❞❡t❡❝t❛r ❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛r ❞❛♥♦s ✈✐s✉❛✐s ❡♠ ❢♦t♦❣r❛✜❛s ❞❛s ♣ás✱ ❝✉❥♦ ❢♦r❛♠ r❡❝♦❧❤✐❞❛s

♥❛s q✉✐♥t❛s ❞❡ t✉r❜✐♥❛s ❡ó❧✐❝❛s✳ P❛r❛ ♦ ❡❢❡✐t♦ ❢♦r❛♠ ❝♦♥s✐❞❡r❛❞❛s ❞✉❛s ❛❜♦r❞❛❣❡♥s✳ ◆✉♠❛ ♣r✐♠❡✐r❛

t❡♥t❛t✐✈❛✱ ❢♦✐ ❞❡s❡♥✈♦❧✈✐❞♦ ✉♠ ❛❧❣♦r✐t♠♦✱ ✉t✐❧✐③❛♥❞♦ ❛♣❡♥❛s ♠ét♦❞♦s ❝❧áss✐❝♦s ❞❡ ✈✐sã♦ ❝♦♠♣✉t❛❝✐♦♥❛❧✱

❥✉♥t❛♠❡♥t❡ ❝♦♠ té❝♥✐❝❛s ❞❡ ❛❣r✉♣❛♠❡♥t♦ ❞❡ ♣♦♥t♦s✳ ❙❛❜❡♥❞♦ ❛s ❧✐♠✐t❛çõ❡s ♣r❡s❡♥t❡s ♥❡st❛ ❛❜♦r❞❛❣❡♠✱

❢♦✐ ❡①♣❧♦r❛❞❛✱ ❝♦♠♦ s❡❣✉♥❞❛ s♦❧✉çã♦✱ ❛ ✉t✐❧✐③❛çã♦ ❞❡ ❞❡❡♣ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❆ ♣r✐♠❡✐r❛ ❛❜♦r❞❛❣❡♠ t❡♠ ♦

♣r♦♣ós✐t♦ ❞❡ ❡st❛❜❡❧❡❝❡r ✉♠❛ r❡❢❡rê♥❝✐❛ ❞❡ ❞❡s❡♠♣❡♥❤♦ ♣❛r❛ ❛s r❡❞❡s ♥❡✉r♦♥❛✐s✳ ◆♦ ✜♠✱ ❛s ❛❜♦r❞❛❣❡♥s

❢♦r❛♠ ❝♦♠♣❛r❛❞❛s ♣❛r❛ ✉♠ ♠❡s♠♦ ❝♦♥❥✉♥t♦ ❞❡ ✐♠❛❣❡♥s✱ ❝♦♥✜r♠❛♥❞♦ t❛♥t♦ ❛s ❧✐♠✐t❛çõ❡s ❞❛ ♣r✐♠❡✐r❛

❛❜♦r❞❛❣❡♠✱ ❝♦♠♦ ♦ ♣♦t❡♥❝✐❛❧ ❞❛s ❞❡❡♣ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ♣❛r❛ s❡ ❛❞❛♣t❛r❡♠ ❛ t❛r❡❢❛s ♥ã♦ tr✐✈✐❛✐s✱ ❛t✐♥❣✐♥❞♦

✉♠❛ ❜♦❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛çã♦ ❡ r♦❜✉st❡③✳

P❛❧❛✈r❛s✲❝❤❛✈❡✿ t✉r❜✐♥❛s ❡ó❧✐❝❛s✱ ✐♥s♣❡çã♦ ✈✐s✉❛❧ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛✱ ❞❡t❡çã♦ ❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛çã♦ ❞❡ ❞❛♥♦s✱

✈✐sã♦ ❝♦♠♣✉t❛❝✐♦♥❛❧✱ ❛♣r❡♥❞✐③❛❣❡♠ ♣r♦❢✉♥❞❛

✈✐✐



✈✐✐✐



❈♦♥t❡♥ts

▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ①✐

▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s ①✈

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶

✶✳✶ ❲✐♥❞ ❚✉r❜✐♥❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶

✶✳✷ ❘♦t♦r ❇❧❛❞❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷

✶✳✸ ❘♦t♦r ❇❧❛❞❡s ■♥s♣❡❝t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹

✶✳✹ ❆✉t♦♠❛t❡❞ ❱✐s✉❛❧ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺

✶✳✺ Pr♦❜❧❡♠ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻

✶✳✻ ❙♦❧✉t✐♦♥s Pr♦♣♦s❡❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽

✶✳✼ ❖❜❥❡❝t✐✈❡s ❛♥❞ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾

✶✳✽ ❖✉t❧✐♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾

✷ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✶✶

✷✳✶ ❙♣❛t✐❛❧ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✷✳✷ ❇✐♥❛r✐③❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸

✷✳✷✳✶ ❖ts✉ ❚❤r❡s❤♦❧❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸

✷✳✷✳✷ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❚❤r❡s❤♦❧❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✷✳✸ ▼♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✷✳✹ ❈❛♥♥② ❊❞❣❡ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

✷✳✹✳✶ ●❛✉ss✐❛♥ ❋✐❧t❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

✷✳✹✳✷ ●r❛❞✐❡♥t ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

✷✳✹✳✸ ◆♦♥✲♠❛①✐♠✉♠ ❙✉♣♣r❡ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✷✳✹✳✹ ❍②st❡r❡s✐s ❚❤r❡s❤♦❧❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✷✳✺ ❍♦✉❣❤ ❚r❛♥s❢♦r♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✐①



✷✳✺✳✶ ▲✐♥❡s ✐♥ ❍♦✉❣❤ ❙♣❛❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✷✳✺✳✷ ❈✐r❝❧❡s ✐♥ ❍♦✉❣❤ ❙♣❛❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✷✳✻ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

✷✳✻✳✶ ❙▲■❈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

✸ ❉❡❡♣ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✷✸

✸✳✶ ❉❡❡♣ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹

✸✳✷ ❈♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

✸✳✷✳✶ ❈♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ▲❛②❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼

✸✳✷✳✷ P♦♦❧✐♥❣ ▲❛②❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

✸✳✷✳✸ ❋✉❧❧②✲❈♦♥♥❡❝t❡❞ ▲❛②❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

✸✳✷✳✹ ❚r❛♥s❢❡r ▲❡❛r♥✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

✸✳✸ ❋❛st❡r ❘✲❈◆◆ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵

✸✳✸✳✶ ❘❡❣✐♦♥❛❧ Pr♦♣♦s❛❧ ◆❡t✇♦r❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

✸✳✸✳✷ ❋❛st ❘✲❈◆◆ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✸✳✸✳✸ ❆❝t✐✈❛t✐♦♥ ❋✉♥❝t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✸✳✸✳✹ ❋❡❛t✉r❡ ❡①tr❛❝t♦r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻

✸✳✸✳✺ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

✸✳✸✳✻ ◆♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

✹ ❉❛t❛s❡t ❛♥❞ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ▼❡tr✐❝s ✹✺

✹✳✶ ❉❛t❛s❡t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

✹✳✷ ❖❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡tr✐❝s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✹✳✷✳✶ ❈♦♥❢✉s✐♦♥ ▼❛tr✐① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✹✳✷✳✷ ❘❡❝❛❧❧ ❛♥❞ Pr❡❝✐s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✹✳✷✳✸ ▼❡❛♥ ❆✈❡r❛❣❡ Pr❡❝✐s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

✺ ❲✐♥❞ ❚✉r❜✐♥❡✬s ❇❧❛❞❡s ❉❛♠❛❣❡ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ✹✾

✺✳✶ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾

✺✳✶✳✶ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵

✺✳✶✳✷ ❋❡❛t✉r❡ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

✺✳✶✳✸ ❋❡❛t✉r❡ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

✺✳✶✳✹ ◆♦♥✲▼❛①✐♠✉♠ ❙✉♣♣r❡ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

✺✳✶✳✺ ❘❡s✉❧ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

①



✺✳✷ ❉❡❡♣ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

✺✳✷✳✶ Pr❡✲❚r❛✐♥✐♥❣ ❉❛t❛s❡t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

✺✳✷✳✷ ❍②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵

✺✳✷✳✸ ■♥♣✉t ❘❡s✐③✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

✺✳✷✳✹ ❉❛t❛ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

✺✳✷✳✺ ❘❡s✉❧ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✻ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❘❡s✉❧ts ✼✺

✻✳✶ ❚❡st✐♥❣ ❘❡s✉❧ts ❈❱❆ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

✻✳✷ ❚❡st✐♥❣ ❘❡s✉❧ts ❉▲❆ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✻✳✸ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼

✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✼✾

❆ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ✽✼

❆✳✶ ❑✲♠❡❛♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

❆✳✷ ❉❇❙❈❆◆ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽

❇ ❇❛❝❦♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ✽✾

❈ ❚❡♥s♦r✢♦✇ ✾✶

❉ ❉❛♠❛❣❡s ❊①❛♠♣❧❡s ✾✸

❉✳✶ ❊r♦s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

❉✳✷ P❡❡❧✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

❉✳✸ ❈r❛❝❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹

❉✳✹ ❋✉♥❣✐ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹

❉✳✺ ▲✐❣❤t♥✐♥❣ ❙tr✐❦❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹

❉✳✻ ▲✐❣❤t♥✐♥❣ ❘❡❝❡♣t♦r ❉❛♠❛❣❡❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

①✐



①✐✐



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✶✳✶ ❚♦t❛❧ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❝❛♣❛❝✐t② ✐♥ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❯♥✐♦♥ ✷✵✵✺✲✷✵✶✼ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷

✶✳✷ ❲✐♥❞ t✉r❜✐♥❡ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸

✶✳✸ ❈r♦ss✲❙❡❝t✐♦♥ ❆✲❆ ♦❢ r♦t♦r ❜❧❛❞❡ ✇✐t❤ ❜❡❛♠✲❧✐❦❡ s♣❛r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸

✶✳✹ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✢❛♣✇✐s❡ ❛♥❞ ❡❞❣❡✇✐s❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ♠♦♠❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹

✶✳✺ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s t✐♠❡❧✐♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺

✶✳✻ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❞❛♠❛❣❡ ❧❛❜❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻

✶✳✼ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❞❛♠❛❣❡s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼

✷✳✶ ▲✐♥❡❛r ✐♠❛❣❡ ✜❧t❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✷✳✷ ❩❡r♦✲♣❛❞❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸

✷✳✸ ❍✐st♦❣r❛♠ ♦❢ ❛ ❣r❛②s❝❛❧❡ ✐♠❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸

✷✳✹ ❙tr✉❝t✉r✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ✇✐t❤ ♦r✐❣✐♥ ✐♥ ❝❡♥tr❛❧ ♣✐①❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✷✳✺ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

✷✳✻ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❛✉ss✐❛♥ ❦❡r♥❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

✷✳✼ ◆♦♥✲♠❛①✐♠✉♠ s✉♣♣r❡s✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✷✳✽ ❍♦✉❣❤ ❧✐♥❡ tr❛♥s❢♦r♠ ✉s✐♥❣ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✷✳✾ ❍♦✉❣❤ ❧✐♥❡ tr❛♥s❢♦r♠ ✉s✐♥❣ ♣♦❧❛r ❡q✉❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✷✳✶✵ ❍♦✉❣❤ ❛❝❝✉♠✉❧❛t♦r ❝❡❧❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✷✳✶✶ ❍♦✉❣❤ ❝✐r❝❧❡ tr❛♥s❢♦r♠ ✉s✐♥❣ ♣♦❧❛r ❡q✉❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

✸✳✶ ❆■ r❡s❡❛r❝❤ ❛r❡❛s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸

✸✳✷ ❚❤r❡❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡t✇♦r❦s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

✸✳✸ ❈♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❧❛②❡r ✇✐t❤ ❞❡♣t❤ ✺ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼

✸✳✹ ▼❛① ♣♦♦❧✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

✸✳✺ ●❡♥❡r✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✉❧❧②✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❧❛②❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

①✐✐✐



✸✳✻ ❚r❛♥s❢❡r ❧❡❛r♥✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵

✸✳✼ ❋❛st❡r ❘✲❈◆◆✱ ❛s ❛ ✉♥✐✜❡❞ ♥❡t✇♦r❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

✸✳✽ ❘P◆ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷

✸✳✾ ❋❛st ❘✲❈◆◆ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✸✳✶✵ ❍✐❞❞❡♥ ✉♥✐ts ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✸✳✶✶ ❘❡s✐❞✉❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✸✳✶✷ ❘❡s♥❡t✲✶✵✶ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

✸✳✶✸ ❇❧♦❝❦ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❛ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❧❛st ❧❛②❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷

✹✳✶ ❈♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐① ❛♥❞ t✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦①❡s ✇✐t❤ IoU = 1
3 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✹✳✷ ■♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥✲r❡❝❛❧❧ ❝✉r✈❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

✺✳✶ ❈❱❆✿ ▼❛✐♥ ♠♦❞✉❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵

✺✳✷ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶

✺✳✸ ❈♦♥✈❡rt✐♦♥ ❢r♦♠ ❘●❇ t♦ ❣r❛②s❝❛❧❡ ✐♠❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷

✺✳✹ ❈❛♥♥② ❡❞❣❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷

✺✳✺ ▲✐♥❡s ❢r♦♠ ❍♦✉❣❤ tr❛♥s❢♦r♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

✺✳✻ ❑✲♠❡❛♥s ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ st❛rt✐♥❣ ❛♥❞ ❡♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹

✺✳✼ ❱❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❝❧✉st❡r ♣❛✐rs ✉s✐♥❣ ❙▲■❈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

✺✳✽ ❋❡❛t✉r❡ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

✺✳✾ ❇✐♥❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ▲❙ ❝❛s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻

✺✳✶✵ ❊♥❤❛♥❝✐♥❣ ❝✐r❝❧❡ ✐♥ ▲❘❉ ❝❛s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼

✺✳✶✶ ❊♥❤❛♥❝✐♥❣ ❡❞❣❡s ✐♥ ❧❛r❣❡ ♣❡❡❧✐♥❣ ❝❛s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽

✺✳✶✷ ❊①tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❛r❦ ❛r❡❛s ✐♥ ▲❙ ❝❛s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽

✺✳✶✸ ❋✉♥❣✐ ❛♥❞ s♠❛❧❧ ♣❡❡❧✐♥❣ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

✺✳✶✹ ❊①tr❛❝t✐♥❣ s♠❛❧❧ ❡❞❣❡s ✐♥ ❢✉♥❣✐ ❝❛s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵

✺✳✶✺ ❊①tr❛❝t✐♥❣ s♠❛❧❧ ❡❞❣❡s ✐♥ s♠❛❧❧ ♣❡❡❧✐♥❣ ❝❛s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵

✺✳✶✻ ❘❡♠♦✈✐♥❣ s♠❛❧❧ ❛r❡❛s ✐♥ ❧❛r❣❡ ♣❡❡❧✐♥❣ ❝❛s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

✺✳✶✼ ❉❇❙❈❆◆ ✐♥ ❢✉♥❣✐ ❛♥❞ s♠❛❧❧ ♣❡❡❧✐♥❣ ❝❛s❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

✺✳✶✽ ❈r❛❝❦ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷

✺✳✶✾ ❊♥❤❛♥❝❡❞ ❡❞❣❡s ✐♥ ❝r❛❝❦ ❝❛s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷

✺✳✷✵ ▲❙ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

✺✳✷✶ ❊①tr❛❝t ❜❧♦❜s ✇✐t❤ str♦♥❣ ❡❞❣❡s ✐♥ ▲❙ ❝❛s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

✺✳✷✷ ▲❘❉ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

①✐✈



✺✳✷✸ ❙t❛rt ❆ s✉❜✲♠♦❞✉❧❡ ❢r♦♠ ▲❘❉ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❡ ❛❧❣♦rt✐❤♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

✺✳✷✹ ❈r❛❝❦ ✐♥ ▲❘❉ ❝❛s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✺✳✷✺ P❡❡❧✐♥❣ ✐♥ ▲❘❉ ❝❛s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✺✳✷✻ ❈❱❆ ✐♥❝♦rr❡❝t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✿ ❡①❛♠♣❧❡ ✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✺✳✷✼ ❈❱❆ ✐♥❝♦rr❡❝t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✿ ❡①❛♠♣❧❡ ✷ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✺✳✷✽ ❈❱❆ ✐♥❝♦rr❡❝t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✿ ❡①❛♠♣❧❡ ✸ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✺✳✷✾ ❈❱❆ ✐♥❝♦rr❡❝t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✿ ❡①❛♠♣❧❡ ✹ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

✺✳✸✵ ❈❱❆ ✐♥❝♦rr❡❝t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✿ ❡①❛♠♣❧❡ ✺ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

✺✳✸✶ ▲♦ss ✈❛❧✉❡ ❡✈❡r② ✶✵✵ tr❛✐♥✐♥❣ st❡♣s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸

✺✳✸✷ ❊✈❛❧✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❛t❛s❡t ❡✈❡r② ✶✵❑ st❡♣s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸

✻✳✶ ❈❱❆ ❛♥❞ ❉▲❆ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽

❆✳✶ ❉❇❙❈❆◆ s❝❤❡♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽

❈✳✶ ❚❡♥s♦r❋❧♦✇ t♦♦❧❦✐t ❤✐❡r❛r❝❤② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷

❉✳✶ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❊r♦s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

❉✳✷ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ♣❡❡❧✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

❉✳✸ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❝r❛❝❦s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹

❉✳✹ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❢✉♥❣✐ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹

❉✳✺ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ▲❙ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹

❉✳✻ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ▲❘❉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

①✈



①✈✐



▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s
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❈❤❛♣t❡r ✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❲✐♥❞ ♣♦✇❡r ✇❛s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧ ❡♥❡r❣② s♦✉r❝❡s t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❜② ❤✉♠❛♥s✳ ❙✐♥❝❡ ❛♥❝✐❡♥t t✐♠❡s✱

✈❛r✐♦✉s ❝✉❧t✉r❡s ❛♥❞ ❝✐✈✐❧✐③❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♥✈❡rt ✇✐♥❞ ❡♥❡r❣② ✐♥t♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣♦✇❡r✳ ■♥ t❤❡ ❡❛r❧②

❤✐st♦r②✱ ♦✈❡r ✺✱✵✵✵ ②❡❛rs ❛❣♦✱ t❤❡ ❊❣②♣t✐❛♥ ❝✐✈✐❧✐③❛t✐♦♥ st❛rt❡❞ ✉s✐♥❣ ✇✐♥❞ t♦ s❛✐❧ s❤✐♣s ❛❝r♦ss t❤❡ ◆✐❧❡

❘✐✈❡r✳ ▲❛t❡r ♦♥✱ t❤❡ ✜rsts ✇✐♥❞♠✐❧❧s ✇❡r❡ ❜✉✐❧t✱ ♠♦st❧② t♦ ❣r✐♥❞ ✇❤❡❛t✱ ❝♦r♥ ❛♥❞ ♦t❤❡r ❣r❛✐♥s✳ ❲✐♥❞

❡♥❡r❣② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇❡r❡ r❡✐♥✈❡♥t❡❞ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ✉s❡❞ ❛s ②❡❛rs ♣❛ss❡❞ ❜②✱ ✉♥t✐❧ t❤❡② ✇❡r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜②

st❡❛♠ ❛♥❞ ✐♥t❡r♥❛❧ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ❡♥❣✐♥❡s✱ t❤❛t ✉t✐❧✐③❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣② s♦✉r❝❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❝♦✐❧✱ ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧✱

♦✐❧✱ ♥❛t✉r❛❧ ❣❛s ❛♥❞ ♥✉❝❧❡❛r ❡♥❡r❣②✳

❖♥❧② ❛ ❢❡✇ ❞❡❝❛❞❡s ❛❣♦✱ t❤❡ ❛❞✈❛♥❝❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦❢ ❛✇❛r❡♥❡ss ❛❜♦✉t ❣❧♦❜❛❧

✇❛r♠✐♥❣ ❛♥❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❧❡❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐♥❞✉str② t♦ r❡❧②✱ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡✱ ♦♥ r❡♥❡✇❛❜❧❡

❡♥❡r❣② s♦✉r❝❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❝♦sts r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s s❡❝t♦r ♠❛❞❡ ✐t ❛ r❡❧✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ❡♥❡r❣②

s♦✉r❝❡✳ ■♥ t❤✐s ♠❛♥♥❡r✱ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡s ❤❛✈❡ ❜❡❝♦♠❡ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♠♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❢♦r ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❝❛♣❛❝✐t② ✐♥ ❊✉r♦♣❡✱ ❢♦r t❤❡ ♣❛st ❞❡❝❛❞❡ ❬✺✹❪✳ ■t ✐s ❝♦♥❝❧✉s✐✈❡ t❤❛t

✇✐♥❞ ♣♦✇❡r ❤❛s ❜❡❡♥ ♦✈❡rt❛❦✐♥❣ ♦t❤❡r ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡s✱ ❜❡✐♥❣ s❡❝♦♥❞ ✐♥ ✷✵✶✼✳

✶✳✶ ❲✐♥❞ ❚✉r❜✐♥❡s

❲✐t❤ t❤❡ r✐s✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ✐♥❞✉str②✱ ✇✐♥❞ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t♦rs ✇❡♥t t❤r♦✉❣❤ s♦♠❡ ♠❛❥♦r ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s✱ ❧✐❦❡ t❤❡

♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❜❧❛❞❡s ❞❡s✐❣♥✱ t❤❛t ✇❛s ❛❞❞r❡ss❡❞ ✇✐t❤ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ q✉❛❧✐t②✱ str✉❝t✉r❛❧ ❞❡s✐❣♥

❛♥❞ ❛❡r♦❞②♥❛♠✐❝s✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❣❛✐♥s t♦✇❛r❞s t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ♥♦✐s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥

❬✷✼❪✳ ❆ t②♣✐❝❛❧ ♠♦❞❡r♥ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✷✳ ❖♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠✱ ❛ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ✭✜❣✳ ✶✳✷✲✶✮ ✜①❡s

t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ✐♥t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞✱ ❛ss✉r✐♥❣ ♦✈❡r❛❧❧ st❛❜✐❧✐t②✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ t♦✇❡r ✭✜❣✳ ✶✳✷✲✷✮ ❞❡s✐❣♥❡❞ ♥♦t ♦♥❧②

t♦ ❤♦❧❞ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦❞②✱ ❜✉t ❛❧s♦ t♦ ❛❜s♦r❜ t❤❡ st❛t✐❝ ❧♦❛❞s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ✇✐♥❞ ♣♦✇❡r✳

❖♥ t❤❡ t♦♣✱ ❛ ♥❛❝❡❧❧❡ ✭✜❣✳ ✶✳✷✲✸✮ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ❛❧❧ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡r② ❛❜❧❡ t♦ tr❛♥s❢♦r♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ✐♥t♦

✶



❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❚♦t❛❧ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❝❛♣❛❝✐t② ✐♥ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❯♥✐♦♥ ✷✵✵✺✲✷✵✶✼ ✭s♦✉r❝❡ ❬✺✹❪✮

❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♦♥❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❣❡♥❡r❛t♦r✱ ❜r❡❛❦s ❛♥❞ ❜❡❛r✐♥❣s✳ ❚❤❡ ❤✉❜ ✭✜❣✳ ✶✳✷✲✹✮ ✐s t❤❡ ❝❡♥t❡r ♣✐❡❝❡ ♦❢ t❤❡

r♦t♦r✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ r♦t♦r ❜❧❛❞❡s ✭✜❣✳ ✶✳✷✲✺✮ ❛r❡ ❛tt❛❝❤❡❞ t♦✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧✐❢t ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ t❤❡ ❜❧❛❞❡s ❝♦♥✈❡rt

✇✐♥❞ ❡♥❡r❣② ✐♥t♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝ ♦♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡♥ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ❜② ❛ ❣❡♥❡r❛t♦r ♣r❡s❡♥t

✐♥ t❤❡ ❤✉❜✳

❉✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ ❡①♣♦s✉r❡ t♦ ✇✐♥❞ ❧♦❛❞s✱ t❤❡ r♦t♦r ❜❧❛❞❡s ❛r❡ ❡①❝❡ss✐✈❡❧② str❡ss❡❞ ♣❛rts✱ ✇✐t❤ ❤✐❣❤

♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❞❛♠❛❣❡s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✺✺❪✱ ❜❧❛❞❡s ❝♦sts ❝❛♥ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ✶✺ t♦ ✷✵ ✪ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ t✉r✲

❜✐♥❡s ❝♦st ❛♥❞ ❤❛✈❡ t❤❡ ♠♦st ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❛♥❞ t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ r❡♣❛✐r✳ ❚❤✉s✱ ❜❧❛❞❡s ❛r❡ ❛ ❝r✉❝✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t

t♦ ♦❜s❡r✈❡ ❞✉r✐♥❣ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✳

✶✳✷ ❘♦t♦r ❇❧❛❞❡s

❚❤❡ r♦t♦r ❜❧❛❞❡ ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡① str✉❝t✉r❡✱ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♠❛✐♥❧② ♦❢ ❣❧❛ss✲✜❜❡r✱ ❜❛❧s❛ ✇♦♦❞ ✭♦r ♣❧❛st✐❝ ❢♦❛♠✮

❛♥❞ ♣♦❧②♠❡r ❛❞❤❡s✐✈❡ ❬✺❪✳ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ❛ ❜❧❛❞❡ r❡q✉✐r❡s t✇♦ ❤❛❧✈❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❧❛♠✐♥❛t❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧②✱

❛♥❞ ❛ ❣❡❧ ❝♦❛t ♠❛❞❡ ❡♥t✐r❡❧② ♦❢ ❡♣♦①② ♦r ♣♦❧②❡st❡r✱ t❤✐❝❦❡♥❡❞ ✇✐t❤ s✐❧✐❝✐❝ ❛❝✐❞✱ t❤❛t ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♣r♦t❡❝t

✐t ❢r♦♠ ❯❱ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❛t❡r ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❬✷✻❪✳ ❚❤❡ ❤❛❧✈❡s ❛r❡ ❛ss❡♠❜❧❡❞ t♦❣❡t❤❡r ❛r♦✉♥❞ t❤❡ s♣❛r

✉s✐♥❣ ❛❞❤❡s✐✈❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣✳

❆ ❝♦♠♠♦♥ ❜❧❛❞❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✳ ■t ❤❛s ❛ t❡❛r❞r♦♣ ♣r♦✜❧❡✱ s✐♠✐❧❛r t♦ ❛✐r♣❧❛♥❡

✷



1

2

3 4

5

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ❲✐♥❞ t✉r❜✐♥❡ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✶✽❪✮✿ ✶ ✲ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥✱ ✷ ✲ ❚♦✇❡r✱ ✸ ✲ ◆❛❝❡❧❧❡✱
✹ ✲ ❍✉❜ ✱ ✺ ✲ ❘♦t♦r ❇❧❛❞❡s

✇✐♥❣s✳ ❚❤❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r s❤❡❧❧ ✭✜❣✳ ✶✳✸✲✸ ❛♥❞ ✜❣✳ ✶✳✸✲✹✮ s❤❛♣❡s ❛r❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❧✐❢t ❛♥❞ ❞r❛❣

♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛✉s❡s t❤❡ ❜❧❛❞❡s t♦ s♣✐♥✳ ❉✉r✐♥❣ ✇♦r❦✱ t❤❡ ❜❧❛❞❡ r❡❝❡✐✈❡s t❤❡ ✇✐♥❞ ✢♦✇ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣

❡❞❣❡ ✭▲❊✮ ✭✜❣✳ ✶✳✸✲✶✮ t♦ t❤❡ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ✭❚❊✮✭✜❣✳ ✶✳✸✲✷✮✳ ❆ ♠❛✐♥ s♣❛r✱ ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ❜② t❤❡ s❤❡❛r ✇❡❜s

✭✜❣✳ ✶✳✸✲✺✮ ❛♥❞ s♣❛r ❝❛♣s ✭✜❣✳ ✶✳✸✲✻✮✱ ✐s ❛ ❦❡② ❡❧❡♠❡♥t t♦ ❛ss✉r❡ str❡♥❣t❤ t♦ t❤❡ str✉❝t✉r❡✳ ❆s ✢❛♣✇✐s❡ ❛♥❞

❡❞❣❡✇✐s❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ♠♦♠❡♥ts ❛r❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ r♦✉❣❤❧② ✾✼✪ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡s ❬✺✶❪✱ ✐t ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ r❡✐♥❢♦r❝❡

t❤❡ ❜❧❛❞❡ ❛❣❛✐♥st t❤♦s❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✹ s❤♦✇s ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤♦s❡ t✇♦ ♠♦♠❡♥ts ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣r♦✜❧❡

s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❞❡s✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❡❞❣❡✇✐s❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ♠♦♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡✈❡♥t❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❝♦♠♣♦s✐t❡ s❛♥❞✇✐❝❤

❧❛♠✐♥❛t❡s ✐♥ t❤❡ ▲❊ ❛♥❞ ❚❊✱ t♦ ♣r❡✈❡♥t t❤❡ ✢❛♣✇✐s❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ♠♦♠❡♥t ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ♦❢ s♣❛r

❝❛♣s t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ str❡ss❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ s♣❛r ✇❡❜s ❝❛rr② t❤❡ ✢❛♣✇✐s❡ s❤❡❛r ❢♦r❝❡s✳ ❆❧❧ t❤❡s❡

❡❧❡♠❡♥ts ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ r❡s✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡✱ ❛ss✉r✐♥❣ ❛ ❧♦♥❣❡r ❧✐❢❡t✐♠❡✳

1
2

3

4

5 5

6

6

Wind

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ❈r♦ss✲❙❡❝t✐♦♥ ❆✲❆ ♦❢ r♦t♦r ❜❧❛❞❡ ✇✐t❤ ❜❡❛♠✲❧✐❦❡ s♣❛r ✭s♦✉r❝❡ ❬✸✻❪✮✿ ✶ ✲ ▲❡❛❞✐♥❣ ❡❞❣❡✱ ✷ ✲
❚r❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡✱ ✸ ✲ ❙✉❝t✐♦♥ ❙✐❞❡✱ ✹ ✲ Pr❡ss✉r❡ ❙✐❞❡✱ ✺ ✲ ❙❤❡❛r ❲❡❜s✱ ✻ ✲ ❙♣❛r ❈❛♣s

✸



Flapwise Bending Moment

Edgewise Bending Moment

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✿ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✢❛♣✇✐s❡ ❛♥❞ ❡❞❣❡✇✐s❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ♠♦♠❡♥ts

❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❞❡s✐❣♥ ✐s ❝❛rr✐❡❞ t♦ ♣r❡✈❡♥t r♦t♦r ❜❧❛❞❡s ❞❛♠❛❣❡s✱ ✇✐t❤ ✾✵✪ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧

t✐♠❡ ❬✽❪✱ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❝②❝❧✐♥❣ ❧♦❛❞s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♠❛♥✐❢❡st❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❛t✐❣✉❡ ✐s ✈❡r② ❧✐❦❡❧② t♦ ❤❛♣♣❡♥✳

❚❤✐s ✐s ✇❤② t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ ❛ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡ ✐s ❛r♦✉♥❞ ✷✵ ②❡❛rs ❬✷✼❪✳

✶✳✸ ❘♦t♦r ❇❧❛❞❡s ■♥s♣❡❝t✐♦♥s

❇② ♥♦✇✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ❛ ❣♦♦❞ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❜② ✇✐♥❞ ❢❛r♠ ♦✇♥❡rs t♦ ❡①t❡♥❞✱ ❛s

❢❛r ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ t✉r❜✐♥❡s ❧✐❢❡t✐♠❡✳ ❆♥② ❢❛✐❧✉r❡ ❝❛♥ ❝❛✉s❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡♣❛✐r ❝♦sts✱ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧✴♣r♦❞✉❝t✐♦♥

❜r❡❛❦s ❛♥❞ ♣✉t ❤✉♠❛♥ ❧✐❢❡ ❛t r✐s❦✳

❉❛♠❛❣❡s ✉s✉❛❧❧② st❛rt ✇✐t❤ s♠❛❧❧ s✐③❡s ❛♥❞ ❡✈♦❧✈❡ ♦✈❡r t✐♠❡✱ s♦ ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝ ✐♥s♣❡❝✲

t✐♦♥s ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ♣r❡✈❡♥t ✉♥r❡♣❛✐r❛❜❧❡ ❞❛♠❛❣❡s ♦r ❤✐❣❤❧② ♣r✐❝❡❞ r❡♣❛✐rs✳

◆♦✇❛❞❛②s✱ ❜❧❛❞❡ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❜❡✐♥❣ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠ ♥♦♥✲❞❡str✉❝t✐✈❡

t❡st✐♥❣✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✺❪✱ t❤✐s r❛♥❣❡ ❝♦♥t❛✐♥s ✈✐s✉❛❧ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥s✱ ✐♥❢r❛✲r❡❞ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②✱ ✉❧tr❛s♦♥✐❝ ❛♥❞

t❛♣ t❡st✐♥❣✱ ❞✐❣✐t❛❧ r❛❞✐♦❣r❛♣❤②✱ ❛❝♦✉st✐❝ ❡♠✐ss✐♦♥✱ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ♦r t❡r❛❤❡rt③ t❡❝❤✲

♥✐q✉❡s✳

❱✐s✉❛❧ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥s ✐s t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ✇❤❡r❡ ❛♥ ❡①♣❡rt ✐s ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ r♦♣❡s ❛♥❞

❤❛♥❣❡❞ ❛t ❜❧❛❞❡s ❤❡✐❣❤t ❢♦r ❛ ❝❧♦s❡r ❧♦♦❦✳ ❙♦♠❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛r✐s❡ ❢r♦♠ t❤✐s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ✐♥s♣❡❝t♦r

♠✉st ❤❛✈❡ ❛ s♣❡❝✐❛❧ tr❛✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ❜❡ ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ♣✉t ❤✐s✴❤❡r ❧✐❢❡ ❛t r✐s❦✳ ❆❧s♦✱ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❜❧❛❞❡s

❧❡♥❣t❤ ✐s t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣✱ ❡✈❡♥ ❢♦r tr❛✐♥❡❞ ❡①♣❡rts✱ ❛♥❞ r♦♣❡ ❛❝❝❡ss ♠❛② ❜❡ ❞✐✣❝✉❧t ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ s✉❝❤

❛s✱ ✐♥ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠s✳

▼❛♥② ❝♦♠♣❛♥✐❡s ❛❧r❡❛❞② ✉s❡ ❞r♦♥❡s t♦ ❝♦❧❧❡❝t ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ r♦t♦r ❜❧❛❞❡s✱ s♦ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✐♥s♣❡❝t❡❞

♦♥❡✲❜②✲♦♥❡ ❜② ✐♥s♣❡❝t♦rs✱ ✉s✐♥❣ ❛♥ ♦♥❧✐♥❡ ♣❧❛t❢♦r♠✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦✈❡r❝♦♠❡s t❤❡ ✉s❛❣❡ ♦❢ r♦♣❡ ❛❝❝❡ss✐♥❣

❛♥❞ ❝✉ts ❞♦✇♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ t✐♠❡ ♦❢ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ♣❡r t✉r❜✐♥❡✱ ❜✉t ✐t st✐❧❧ r❡q✉✐r❡s ♠❛♥✉❛❧ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

✐♠❛❣❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ✐♥❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❞ t✐♠❡ ✈❛r②✐♥❣ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② ♠♦❞❡r♥ ✐♥❞✉str✐❡s s❡❛r❝❤✱

❡✈❡r② ❞❛②✱ t♦ ❛✉t♦♠❛t❡ ❛s ♠✉❝❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❡✈❡r② ♣r♦❝❡ss✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐♦♥ ♦❢ r♦t♦r ❜❧❛❞❡s

✐♥s♣❡❝t✐♦♥s ✐s st✐❧❧ ❛ ♥❡✇❧② r❡s❡❛r❝❤ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❛ ❧♦t t♦ ❡①♣❧♦r❡✳

✹



✶✳✹ ❆✉t♦♠❛t❡❞ ❱✐s✉❛❧ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥s

❆✉t♦♠❛t❡❞ ❱✐s✉❛❧ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥s ✭❆❱■✮ ❛r❡ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤✐s

✜❡❧❞ ✇❛s ✜rst❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ✶✾✼✵s ❬✹✾❪ ❛♥❞ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ♠❡t❤♦❞s t♦ tr❛♥s❢❡r ❤✉♠❛♥ ✈✐s✐♦♥ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥

✐♥t♦ ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ❚❤✐s ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❝♦♠❡s ♠❛♥❧② ❢r♦♠ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥❤❛♥❝❡s ♣r♦♣❡rt✐❡s

❛♥❞ ❘❡❣✐♦♥s ♦❢ ■♥t❡r❡st ✭❘♦■s✮ ✐♥ ✐♠❛❣❡s✳ ❇② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✇✐t❤ ♦t❤❡r t♦♦❧s✱ ♦♥❡ ❝❛♥

❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❆❱■ ❝❛s❡✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✺ ❞✐s♣❧❛②s ❛ t✐♠❡❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛✐♥ t♦♦❧s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥✱ s✐♥❝❡ ✶✾✼✵s✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❛rr✐✈❛❧

♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♠✐❧❧❡♥♥✐✉♠✱ ✜❡❧❞s s✉❝❤ ❛s ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ st❛rt❡❞ t♦ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥✱ ❣✐✈✐♥❣

♠❛❝❤✐♥❡s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❧❡❛r♥ ❤♦✇ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ ✇❤✐❧❡ ❛❧s♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ❘♦■s ✐♥

✐♠❛❣❡s✳ ❚❤✐s ✇❛s ❛ ❤✉❣❡ st❡♣ t♦✇❛r❞s ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ s✐♥❝❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ ❧❡ss r♦❜✉st

❛♥❞ ❤✐❣❤❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ✈❛r✐❡t②✳ ❲✐t❤♦✉t ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s r❡q✉✐r❡ t♦ ❜❡

❛❞❥✉st❡❞✱ ❜② ❛ ❤✉♠❛♥✱ t♦ ❛ s❡t ♦❢ ✐♠❛❣❡s✳ ▼❡❛♥✐♥❣✱ ✐❢ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ♣r❡s❡♥ts ❤✐❣❤ ✈❛r✐❡t②✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢

r✐❣❤t ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ♥♦t str❛✐❣❤t❢♦✇❛r❞✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✿ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s t✐♠❡❧✐♥❡ ✭s♦✉r❝❡ ❬✹✾❪✮

◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ❆❱■ st❛rt❡❞ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❣❧♦❜❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ s❡❝t♦r ✐♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ✶✾✽✵s

❬✷✽❪✳ ❇② ❣✉❛r❛♥t❡❡✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s ✐❧❧✉♠✐♥❛♥❝❡✱ s❝❛❧❡✱ r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱

❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s s❤♦✇❡❞ t♦ ❜❡ r❡❧✐❛❜❧❡ ❢♦r r❡❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡♥✱ ❆❱■ ❡①♣❛♥❞❡❞ t♦

♠❛♥② ✐♥❞✉str✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s✱ t❤❡ ❛✉t♦♠♦❜✐❧❡✱ ♣❛❝❦✐♥❣✱ t❡①t✐❧❡ ❛♥❞ ♦t❤❡rs ❬✷✽❪✳

❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣✱ ❆❱■ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✉s❛❣❡ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ❛♥❞ ♦t❤❡r ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t♦♦❧s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛

❤✉♠❛♥ ✈✐s✉❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ s✉❝❤ ❛s ❞❡t❡❝t✐♥❣ ❞❛♠❛❣❡s ✐♥ ♦❜❥❡❝ts✳ ❆❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ❆❱■ ♦✈❡r ♠❛♥✉❛❧ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥s

❝❛♥ ❜❡ ♥✉♠❡r♦✉s✳ ■t ✐s ❝❤❡❛♣❡r ❛♥❞ ❢❛st❡r✱ ♠♦r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t✱ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❞ r❡❧✐❛❜❧❡✳ ❆❧s♦✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡

❤✉♠❛♥ ♣r❡s❡♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❛❝t♦r ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐♥s♣❡❝t✐♥❣ t✉r❜✐♥❡ ❜❧❛❞❡s✳
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✶✳✺ Pr♦❜❧❡♠ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥

❍❛✈✐♥❣ ❛❧❧ t❤✐s s❛✐❞✱ t❤✐s ✇♦r❦ ✇✐❧❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✇❤❡t❤❡r ❆❱■ ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ t♦ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❜❧❛❞❡

✐♥s♣❡❝t✐♦♥s ♦❢ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡s✳ ❯s✐♥❣ ❛ ❞❛t❛s❡t ♦❢ ❜❧❛❞❡s ♣❤♦t♦❣r❛♣❤s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ❞❛♠❛❣❡s✱ ❛s ✇❡❧❧

❛ ✳❥s♦♥ ✜❧❡ ✇✐t❤ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♦♥s ♠❛❞❡ ❜② ❜❧❛❞❡ ✐♥s♣❡❝t♦rs✳ ❚❤❡ ✜❧❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❛❧s♦ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡

❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦①❡s✱ ✇✐t❤ ❛ ❞❛♠❛❣❡ t②♣❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ❘❡❧❡✈❛♥t ❝♦♠♠❡♥ts

❢r♦♠ ✐♥s♣❡❝t♦rs ✇❡r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ t♦♦✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❛♠❛❣❡s✱ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ✇❛s ❛♥❛❧②③❡❞✳ ❲✐t❤ ❛ ✜rst ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥s

♠❛❞❡✱ ✐t ✇❛s ♥♦t✐❝❡ ❛♥ ♦❜st❛❝❧❡✳ ❆s t❤❡ ♣❤♦t♦s ✇❡r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥s♣❡❝t♦rs✱ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ ❛

✉♥✐✈❡rs❛❧ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ❢♦r ❞❛♠❛❣❡s ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st✱ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ✳❥s♦♥ ✜❧❡ ❤❛❞ ✇✐t❤✐♥ ✶✺✸ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❛❜❡❧s ✐♥ t♦t❛❧✱

✇❤❡r❡❛s ♠❛♥② r❡❢❡r t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❞❛♠❛❣❡ t②♣❡✳ ■♥ ❛♥ ❛tt❡♠♣t t♦ ✉♥✐❢② ❛❧❧ ❧❛❜❡❧s✱ ❛ ❞❡❡♣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦s ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ s❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r ❧❛❜❡❧s ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r ❞❛♠❛❣❡ t②♣❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡

❣❡❧ ❝♦❛t st❛rts t♦ ❞❡❣r❛❞❡ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥ts s♠❛❧❧ ❤♦❧❡s✱ s♦♠❡ ✐♥s♣❡❝t♦rs ❧❛❜❡❧❡❞ ❛s ♣✐tt✐♥❣✱ ✇❤✐❧❡ ♦t❤❡rs ❛s

♣❡❡❧✐♥❣✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ s♦♠❡ ✐♥s♣❡❝t♦rs s❤♦✇❡❞ ❧✐tt❧❡ s♣❡❝✐✜❝✐t② ✇❤❡♥ ❝❧❛ss✐❢②✐♥❣✱ ♦r ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts

♦❢ t❤❡ ❜❧❛❞❡ ♦♥❧② ❢♦r r❡❝♦r❞✳ ❆❢t❡r t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ s✐♠✐❧❛r ❧❛❜❡❧s ❛♥❞ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ✐rr❡❧❡✈❛♥t ❧❛❜❡❧s✱ t❤❡

r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❧❛❜❡❧s ✇❡r❡ t❤❡ ♦♥❡s ♣r❡s❡♥t ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✻✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡s❡ ❧❛❜❡❧s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s✱ ✐t ✐s ♥♦t✐❝❡ t❤❛t

t❤r❡❡ ❧❛❜❡❧s s❤♦✇ ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ s♠❛❧❧❡r ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❧❛❝❦ ♦❢ ❞❛t❛ ✐♥ t❤♦s❡

❧❛❜❡❧s ✐s t❤❛t r❡s✉❧ts ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❝♦♥❝❧✉s✐✈❡✳ ❚❤✉s t❤❡ ❞❡❧❛♠✐♥❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♦✐❧ st❛✐♥s ❛♥❞ t❤❡ ❜❧✐st❡r✐♥❣

❞❛♠❛❣❡ t②♣❡s ✇❡r❡ r❡♠♦✈❡❞✱ ❛s t❤❡② ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❢❡✇ ✐♠❛❣❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛s t❤❡ ❞❛t❛ ✇❡r❡ ❛♥❛❧②③❡❞✱

s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦①❡s s❤♦✇❡❞ t♦ ❜❡ ✐♠♣r❡❝✐s❡ ♦r t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ t②♣❡ ✇❛s ✐♥❝♦rr❡❝t✱ ❧❡❛❞✐♥❣ ❢♦r t❤❡

♥❡❡❞ t♦ r❡❧❛❜❡❧ ❛❧❧ t❤❡ ❞❛t❛s❡t✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✿ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❞❛♠❛❣❡ ❧❛❜❡❧

✻



❚❤❡ ✜♥❛❧ ❞❛t❛s❡t✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❛♥❞ ❝♦♥s✐st❡♥t ❧❛❜❡❧s ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✶✳✶✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✼ ❞✐s♣❧❛②s

❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦①❡s✳

❉❛♠❛❣❡ t②♣❡ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❖❝❝✉rr❡♥❝❡s ◆✉♠❜❡r ♦❢ ✐♠❛❣❡s

❊r♦s✐♦♥ ✸✾✹✽ ✷✹✼✺
P❡❡❧✐♥❣ ✶✸✻✻ ✶✵✷✶
❈r❛❝❦ ✽✾✵ ✺✵✼
❋✉♥❣✐ ✾✹✾ ✻✼✺
▲✐❣❤t♥✐♥❣ ❙tr✐❦❡ ✹✻✵ ✸✾✶
▲✐❣❤t♥✐♥❣ ❘❡❝❡♣t♦r ❉❛♠❛❣❡❞ ✼✹✹ 743

❚♦t❛❧ 8357 5750

❚❛❜❧❡ ✶✳✶✿ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥ r❡✈✐s❡❞ ❞❛t❛s❡t

✭❛✮ ❊r♦s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ▲❊✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❞❡❣r❛❞❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡❧ ❝♦❛t

✭❜✮ ❙♠❛❧❧ ♣❡❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❣❡❧ ❝♦❛t

✭❝✮ ▲♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❈r❛❝❦ ✭❞✮ ❋♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✉♥❣✉s ✐♥ t❤❡ ❚❊

✭❡✮ ▲✐❣❤t♥✐♥❣ ❙tr✐❦❡s t❤❡ r❡❝❡♣t♦r ❛♥❞ ❛
♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❞❡

✭❢✮ ❘❡❝❡♣t♦r ♣❛rt✐❛❧❧② ❝♦✈❡r❡❞ ❜② t♦♣ ❝♦❛t
❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ ❝r❛❝❦ ♦♥ s❡❛❧❛♥t ❛r♦✉♥❞ ✐t

❋✐❣✉r❡ ✶✳✼✿ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❞❛♠❛❣❡s t♦ ✐❞❡♥t✐❢②

✼



❊❛❝❤ ❞❛♠❛❣❡ t②♣❡ ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✿

✶✳ ❊r♦s✐♦♥✿ ❛♣♣❡❛rs ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ▲❊✳ ■♥❝❧✉❞❡s ❛♥② ❞❛♠❛❣❡ ♣r♦✈♦❦❡❞ ❜② ✇✐♥❞ ❡r♦s✐♦♥✱ ❧✐❦❡ ♣❡❡❧✐♥❣✱

❝r❛t❡rs ♦r ♣✐tt✐♥❣✳

✷✳ P❡❡❧✐♥❣✿ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ s✉❝t✐♦♥ s✐❞❡✳ ■♥❝❧✉❞❡s ❛♥② s✐③❡ ♦❢ ♣❡❡❧✐♥❣ ♦r ♣✐tt✐♥❣ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❣❡❧ ❝♦❛t✳

✸✳ ❈r❛❝❦s✿ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ❛♥② ♣❛rt ♦❢ ❜❧❛❞❡✳ ■♥❝❧✉❞❡s s✉♣❡r✜❝✐❛❧ ❝r❛❝❦ ♦r s❝r❛t❝❤ ♦❢ t❤❡ ❣❡❧ ❝♦❛t✳

✹✳ ❋✉♥❣✐✿ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ❛♥② ♣❛rt ♦❢ ❜❧❛❞❡✱ t②♣✐❝❛❧❧② ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ▲❊✳ ■♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❢✉♥❣✉s ✐♥

t❤❡ ❜❧❛❞❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❤✐❣❤ ❞❡♥s✐t② ♣✐tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❣❡❧ ❝♦❛t✳

✺✳ ▲✐❣❤t✐♥❣ ❙tr✐❦❡ ✭▲❙✮✿ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ❛♥② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❞❡✱ t②♣✐❝❛❧❧② ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t✐♥❣ r❡❝❡♣t♦r✳

■♥❝❧✉❞❡s ❛♥② ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❧✐❣❤t✐♥❣ str✐❦❡✱ s✉❝❤ ❛s ❜✉r♥❡❞ ❛r❡❛s✳

✻✳ ▲✐❣❤t✐♥❣ ❘❡❝❡♣t♦r ❉❛♠❛❣❡❞ ✭▲❘❉✮✿ ❝♦✈❡rs ✐rr❡❣✉❧❛r✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❧✐❣❤t✐♥❣ r❡❝❡♣t♦r✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ ✐t

✐s ♠✐ss✐♥❣✱ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② t♦♣ ❝♦❛t ♦r ❤❛s ❛ ❝r❛❝❦ ✐♥ t❤❡ s❡❛❧❛♥t ❛r♦✉♥❞ ✐t✳

✶✳✻ ❙♦❧✉t✐♦♥s Pr♦♣♦s❡❞

❚❤✐s ✇♦r❦ ❡①♣❧♦r❡s t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❣✐✈❡s ✉s❡ t♦ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳

❋♦r t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡s✱ s✉❝❤ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♦❢ ❆❱■✱ s❤♦✇✐♥❣ r❡❧✐❛❜❧❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ♠❛♥②

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ②❡t ♣r❡s❡♥ts s♦♠❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳ ❉❡✈❡❧♦♣✐♥❣ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢

❡❛❝❤ ❞❛♠❛❣❡ ❢♦r ❢❡❛t✉r❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❤❛r❞✇♦r❦✐♥❣ ❛♥❞ ❤✐❣❤❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥ts ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ✈❛r✐❡t②✳

❆ s❡❝♦♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❡♠♣❧♦②s s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❞❡❡♣ ❧❡❛r♥✐♥❣✳ ❚❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✇❡r

♦✈❡r t❤❡ ❧❛st ②❡❛rs ❡♥❛❜❧❡❞ ❞❡❡♣ ❧❡❛r♥✐♥❣ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡

❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ✜❡❧❞✳ ❋r♦♠ ✐♠❛❣❡ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ t♦ ♣❛tt❡r♥ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥✱ ❞❡❡♣ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❝❛♥

♦✉tst❛♥❞ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ♠✐♥❞ ✐♥ ♠❛♥② ✇❛②s✳ ❚❤❡ ✉s❛❣❡ ♦❢ ❞❡❡♣ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✐s ❜❡✐♥❣ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ♠♦r❡

❛❝❝❡ss✐❜❧❡ t♦ ❡✈❡r②♦♥❡✱ ❛s ♦♥❧✐♥❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦s ♣r♦✈✐❞❡ ❧✐❜r❛r✐❡s ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡① ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞❡❧s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s

❛❧r❡❛❞② ❜✉✐❧t✳ ❆❧s♦✱ tr❛♥s❢❡r ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❧♦✇s ♠♦❞❡❧s t♦ ❜❡ ♣r❡✲tr❛✐♥❡❞ ✐♥ ❤✉❣❡ ❞❛t❛s❡ts✱ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤✐♥❣

♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❧❛t❡r ♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✜♥❡✲t✉♥❡❞ ♦♥ ❛ ♥❡✇ ❞❛t❛s❡t✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts

✐♥ ❛ ❝✉t ❞♦✇♥ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ❧❛r❣❡ ❞❛t❛s❡ts

✇✐t❤ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❧❛❜❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ❡✛♦rt✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ tr❛✐♥✐♥❣ ✐s

❛ ♣r♦❝❡ss t❤❛t t❛❦❡s ❤✉❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✇❡r✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❧❡ss

❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ ✐♠❛❣❡s ✈❛r✐❡t②✳

✽



✶✳✼ ❖❜❥❡❝t✐✈❡s ❛♥❞ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t♦ ❡①♣❧♦r❡ ❛✉t♦♠❛t❡❞ ✈✐s✉❛❧ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ t♦♦❧s t♦ ❞❡t❡❝t ❛♥❞ ❝❧❛ss✐❢② r♦t♦r

❜❧❛❞❡s ❞❛♠❛❣❡s✳ ●✐✈✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ♣r♦✈✐❞❡❞✱ ✐t ✇❛s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❛♣♣❧② ❞❛t❛ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❢♦r ♦✈❡r❛❧❧

❝♦❤❡r❡♥❝❡✳ ❆s ❛❧r❡❛❞② r❡❢❡rr❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✺✱ t❤❡ ♥❡✇ ❞❛t❛s❡t ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦✉♣❧✐♥❣ s✐♠✐❧❛r ❧❛❜❡❧s✱

r❡♠♦✈✐♥❣ ❞❛t❛ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❢❡✇ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❛♥❞ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ ♦❢ ✐♠❛❣❡s ❞❛♠❛❣❡s✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ st✐❧❧ ♥♦ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛s❡✱ s♦ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱

t❡st❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞✳ ❚❤❡ ✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s✐♥❣ ❦♥♦✇♥

❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥s t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ❡①tr❛❝t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❞❛♠❛❣❡ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐❢② t❤♦s❡ ❜❛s❡❞ ♦♥

r❡❣✐♦♥s ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s s❤❛♣❡s ♦r ❞❡♥s✐t②✳ ❆❧s♦✱ ✐t ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡

❜❧❛❞❡ ✐s s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r♦♠ ✐ts ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✱ ✐♥ ❛♥ ❛tt❡♠♣t t♦ ❡❛s❡ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s❡s ❛♥ ❡①✐st✐♥❣ ❞❡❡♣ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧② tr❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡

❞❛t❛s❡t✳ ❇② ♠❡❛♥s ♦❢ tr❛♥s❢❡r ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✜♥❡ t✉♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ♥❡✇ ❞❛t❛s❡t✳

✶✳✽ ❖✉t❧✐♥❡

❚❤✐s t❤❡s✐s ♣r❡s❡♥ts ❛ t♦t❛❧ ♦❢ s❡✈❡♥ ❝❤❛♣t❡rs✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♦♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧r❡❛❞② ❛❞❞r❡ss❡❞

t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ✇♦r❦✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡

♦❜❥❡❝t✐✈❡s ❛♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ s♦❧✉t✐♦♥s✳

❈❤❛♣t❡r ✷ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡✈✐❡✇ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡ ✜rst

s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞✳

❈❤❛♣t❡r ✸ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s♦❧✉t✐♦♥✳ ■t st❛rts ✇✐t❤ ❛ ❜r✐❡❢ ✐♥tr♦❞✉❝✲

t✐♦♥ t♦ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ❞❡❡♣ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣ts✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧ t♦ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✱

✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡♥ ❢✉❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r✳

❈❤❛♣t❡r ✹ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛♥❞ ❞✐✈✐❞❡s t❤❡ ❞❛t❛s❡t ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

♠❡tr✐❝s ❛r❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❤❡r❡✳

❈❤❛♣t❡r ✺ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤

t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛s❡t✳

■♥ ❝❤❛♣t❡r ✻✱ ❜♦t❤ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ t❡st❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ❞❛t❛s❡t✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❝❤❛♣t❡r ✼ ✜♥✐s❤❡s t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t ✇✐t❤ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥ts ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s

❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❤❛♣t❡r✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ s♦♠❡ s✉❣❣❡st✐♦♥s ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡❞✳

✾
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❈❤❛♣t❡r ✷

❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞

❚❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇ s❤♦✇s t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡t❡❝t ❞❛♠❛❣❡s ✐♥ ✐♠❛❣❡s ✉s✐♥❣ ♦♥❧② ❝❧❛ss✐❝ ❝♦♠♣✉t❡r

✈✐s✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ ❬✺✻❪ ❛ s✐♠♣❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❝r❛❝❦s ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❤✐❣❤✲s♣❡❡❞ st❡❡❧ ❜❛r

✐♥ ❝♦✐❧ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱ ❜② ♦♥❧② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❧❛♣❧❛❝✐❛♥ ✜❧t❡rs✱ t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❝r❛❝❦s✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❜✐♥❛r✐③❛t✐♦♥

❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❬✹✼❪ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ❣♦♦❞ ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥

♦❢ ❝r❛❝❦s ♦♥ r♦❛❞s s✉r❢❛❝❡✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ ❬✺✻❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✐♥ ❬✹✼❪ ❛♣♣❧✐❡❞ ❤✐st♦❣r❛♠ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ❝r❛❝❦

❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❜✐♥❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ▼♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❛s

✐♥ ❬✶✵❪ ❛♥❞ ❬✸✼❪✱ ❡①♣❧♦✐t❡❞ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛♠❛❣❡s ✐♥ t✐❧❡s✳ ❲❤✐❧❡ ❜♦t❤ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ✐♠❛❣❡

♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ s✉❝❤ ❛s ✐♠❛❣❡ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ❛♥❞ ♥♦✐s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❡❞❣❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥

❛♥❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ✐♥ ❬✶✵❪ ❡❛❝❤ ❞❛♠❛❣❡ ✐s ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② ❛ ❞✐✛❡r❡♥t s❡t ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❖♥ t❤❡

♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❬✸✼❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❡①tr❛❝ts ❛❧❧ ❞❛♠❛❣❡s ❢❡❛t✉r❡s ❢r♦♠ t✐❧❡s ❛♥❞

t❤❡♥ ❝❧❛ss✐✜❡s t❤♦s❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❜✐♥❛r② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❜❧♦❜s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s ♣❛♣❡r s❤♦✇❡❞ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢

r❡s✉❧ts ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ❧❛t❡st ♦✈❡r❝♦♠❡s t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐♥

❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ s♣❡❡❞✳

❍♦✇❡✈❡r ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡s ♣r❡s❡♥ts s✉❝❤ ♥♦✐s② ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❛s t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ❜❧❛❞❡s ✐♠❛❣❡s✱

❜❡❝❛✉s❡ t❤♦s❡ ❝❛s❡s ✇❡r❡ t❡st❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳ ❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ✐ss✉❡✱ ❛ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣

❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡❞❣❡s ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❤♦✉❣❤ tr❛♥s❢♦r♠ t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❍❛✈✐♥❣

t❤❡ ❜❧❛❞❡ ❢♦r❡❣r♦✉♥❞ ❞❡✜♥❡❞✱ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ❡❞❣❡s ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤r❡s❤♦❧❞s

❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❣❡t t❤❡ ❘♦■s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❘♦■s ❛r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❜❧♦❜ ❛♥❛❧②s✐s✱ s✉❝❤ ❛s s✐③❡✱ s❤❛♣❡✱

❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ♦t❤❡rs✳

❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✉s❡❞ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣

t❤❡ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✭❈❱❆✮✳ ❋✐rst❧②✱ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts r❡❣❛r❞✐♥❣ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ s✉❝❤ ❛s

s♣❛t✐❛❧ ✜❧t❡r✐♥❣✱ ❜✐♥❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦r♣❤♦❧❣✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❜r✐❡✢② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♦✈❡r s❡❝t✐♦♥s ✷✳✶✱ ✷✳✷ ❛♥❞

✷✳✸✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡♥✱ s❡❝t✐♦♥s ✷✳✹ ❛♥❞ ✷✳✺ ❝♦✈❡r ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❡❞❣❡s✱ ❧✐♥❡s ❛♥❞ ❝✐r❝❧❡s

✶✶



❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✱ t❤r❡❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✳

✷✳✶ ❙♣❛t✐❛❧ ❋✐❧t❡r✐♥❣

❙♣❛t✐❛❧ ✜❧t❡r✐♥❣ ✐s ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ ♦r r❡♠♦✈❡ ❝❡rt❛✐♥ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡✱ ❜② ❝♦♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛ ✜❧t❡r

t❤r♦✉❣❤ ✐t✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✜❧t❡r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r ♥♦✐s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥✱ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s

❛♥❞ ❢❡❛t✉r❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥✳ ❆ ✜❧t❡r✱ ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ❦❡r♥❡❧✱ ✐s ❛ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥t✱ F ✱ ✇✐t❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s w×h× d✱

❜❡✐♥❣ ✇ t❤❡ ♠❛tr✐① ✇✐❞t❤✱ ❤ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ❛♥❞ ❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t✳ ❚❤✐s ❡❧❡♠❡♥t ✐s

❝♦♥✈♦❧✈❡❞ ❛❝r♦ss ❛♥ ✐♠❛❣❡ ■✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ♥❡✇ ✐♠❛❣❡ ■✬✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② s✉♠♠✐♥❣ t❤❡

♣♦✐♥t✲✇✐s❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐t❤ ♦♥❡ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ■✳ ❚❤✐s

❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

I ′(x, y) =

m∑

i=1+m

n∑

j=1+n

d∑

k=1

I(x+ i, y + j, k) · F (i, j, k) ✭✷✳✶✮

✇❤❡r❡ m =
∣∣w
2

∣∣ ❛♥❞ n =
∣∣h
2

∣∣✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✐❧❧✉str❛t❡s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♣❧②✐♥❣ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❛♥ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡

I✳ ❚❤❡ ❝♦❧♦r❡❞ ♣❛rts s❤♦✇ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❤❛♣♣❡♥✐♥❣ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣✐①❡❧✱ ✇✐t❤ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s (x, y) = (3, 3)✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ▲✐♥❡❛r ✐♠❛❣❡ ✜❧t❡r ❡①❛♠♣❧❡✿ ❝♦♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛ 3× 3 ✜❧t❡r ❛❝r♦ss ❛ 5× 5 ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡✳

❖♥❡ ♦❜s❡r✈❡s t❤❛t t❤❡ ✐♥♣✉t ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡s❡r✈❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✉❡ t♦ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❝❛❧❧❡❞ ③❡r♦✲

♣❛❞❞✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛❞❞✐♥❣ ❛ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ③❡r♦ ✈❛❧✉❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✇❤❡♥ ❝♦♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✜❧t❡r✳ ❆

✈✐s✉❛❧ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ♦❢ ③❡r♦✲♣❛❞❞✐♥❣ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ♥❡①t✱ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✳ ❚♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞

✐♥ ❣r❛②✱ ✐s ❛❞❞❡❞ ❛ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ③❡r♦s ✭✇❤✐t❡ ♣✐①❡❧s✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡ ✭♦r❛♥❣❡ ♣✐①❡❧s✮ t♦ ❤❛s

t❤❡ s❛♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦♥❡✳

✶✷



❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❩❡r♦✲♣❛❞❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞

✷✳✷ ❇✐♥❛r✐③❛t✐♦♥

❇✐♥❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛②s❝❛❧❡ ✐♠❛❣❡s ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t st❡♣ t♦✇❛r❞s s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❢♦r❡❣r♦✉♥❞

♦❜❥❡❝ts✳ ■t s❡❣♠❡♥ts ❣r❛②s❝❛❧❡ ♣✐①❡❧s ✐♥t♦ ❜❧❛❝❦ ♦r ✇❤✐t❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤❡ ♣✐①❡❧s✳

▼❛♥② ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♠✐❣❤t ❜❡ ✉s❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ✐s t❤❡ ♣✐①❡❧s

✐♥t❡♥s✐t②✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ t♦ ❛❧❧ ♣✐①❡❧s ♠❛② ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t✱ ②❡t ❞❡✜♥✐♥❣ ♠❛♥✉❛❧❧② ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡

t❤❛t ❜❡tt❡r s♣❧✐ts ❢♦r❡❣r♦✉♥❞ ✐♥t♦ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐s ♥♦t str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳ ❆❧s♦ ✇❤❡♥ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡

✐♠❛❣❡s✱ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡ ♠❛② ❞✐✛❡r ❢r♦♠ ✐♠❛❣❡ t♦ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ❜❡st s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦ ❛♣♣❧② ❛♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝

t❤r❡s❤♦❧❞ ❝r✐t❡r✐❛✱ s✉❝❤ ❛s ❖ts✉ ♦r ❆❞❛♣t✐✈❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❬✸✺❪ ❬✸❪✳

✷✳✷✳✶ ❖ts✉ ❚❤r❡s❤♦❧❞

❖ts✉ ♠❡t❤♦❞ ✜♥❞s ❛ ❣❧♦❜❛❧ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡ t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❢♦r❡❣r♦✉♥❞ ❛♥❞

❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ ■♥ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❢❛s❤✐♦♥✱ ❖ts✉ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♠♣✉t❡s ❞✐✛❡r❡♥t t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡s✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜②

❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚♦ ✈✐s✉❛❧✐③❡ ❣r❛② ✈❛❧✉❡ ✐♠❛❣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ♠❛② ♦❜s❡r✈❡ ✐ts

❤✐st♦❣r❛♠✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❤✐st♦❣r❛♠ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✸✳ ❊❛❝❤ ❜✐♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❣r❛②

✈❛❧✉❡ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ t❤♦s❡ ❧❡✈❡❧s ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❍✐st♦❣r❛♠ ♦❢ ❛ ❣r❛②s❝❛❧❡ ✐♠❛❣❡ ✭❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✶✾❪✮

❇② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❜✐♥ ✈❛❧✉❡✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❢♦r ✈❛❧✉❡s ❜❡❧❧♦✇

t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛♥❞ ✐♥t♦ ❢♦r❡❣r♦✉♥❞ ❢♦r ✈❛❧✉❡s ❛❜♦✈❡ ✐t✳ ❍❛✈✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss❡s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✱ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤

❝❧❛ss ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s✿

✶✸



σ2 =

∑
(vi − µ)2ni∑

ni

✭✷✳✷✮

✇❤❡r❡ vi ❛♥❞ ni ❛r❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐①❡❧s ♦❢ ❧❡✈❡❧ i✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ µ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢

♣✐①❡❧s ✈❛❧✉❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❛t ❝❧❛ss✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❧❛ss✱ w =
∑

ni

N
✱ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✱ ✇❤❡r❡ N ✐s

t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐①❡❧s ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ✐♥tr❛❝❧❛ss ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛♥ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛r✐t❤♠❡t✐❝

♠❡❛♥ ♦❢ ❜♦t❤ ❝❧❛ss❡s ✈❛r✐❛♥❝❡✱ σ2
global = w0 · σ2

0 + w1 · σ2
1 ✳

▲❛st❧②✱ ❛❢t❡r ✐t❡r❛t✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❡❛❝❤ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥tr❛❝❧❛ss ✈❛r✐❛♥❝❡s✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧

t❤r❡s❤♦❧❞ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ ✐♥tr❛❝❧❛ss ✈❛r✐❛♥❝❡s✳

✷✳✷✳✷ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❚❤r❡s❤♦❧❞

❆❞❛♣t✐✈❡ t❤r❡s❤♦❧❞ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝♦♠♣✉t❡s ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠❡❛♥ ✐♥t❡♥s✐t②

♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ❛r♦✉♥❞ ✐t✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣✐①❡❧✱ p✱ ✇✐t❤ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ N ✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s

❛♣♣❧✐❡❞ ❛s✿

p∗ =

{
0 ✐❢ p < ♠❡❛♥✭◆✮ · s
1 ♦t❤❡r✇✐s❡

✭✷✳✸✮

✇❤❡r❡ s ✐s t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ❬✵ ✶❪✳ ❍✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ s❡♥s✐t✐✈✐t② ✇✐❧❧ t❤r❡s❤♦❧❞ ♠♦r❡

♣✐①❡❧s ❛s ❢♦r❡❣r♦✉♥❞✳

✷✳✸ ▼♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❖♣❡r❛t✐♦♥s

■♥ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ✉s❡❞ t♦ ❝❧❡❛♥ ✉♥✇❛♥t❡❞ ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ✐♥

❜✐♥❛r② ✐♠❛❣❡s✳ ❙✉❝❤ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥❧② ♦♥ ❛ str✉❝t✉r✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❡❣r♦✉♥❞

♣✐①❡❧s✳ ❙tr✉❝t✉r❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ♠❛s❦s ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s s❤❛♣❡s ❛♥❞ s✐③❡s ❜✉✐❧t t♦ ❝♦♥✈♦❧✈❡ ❛❝r♦ss ❛❧❧ ✐♠❛❣❡

♣✐①❡❧s✱ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❙tr✉❝t✉r❡ ❊❧❡♠❡♥t

✭❙❊✮ ✇✐t❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♠❛r❦❡❞ ✐♥ ♦r❛♥❣❡✳ ■t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞❡❝❧❛r❡ ❛♥ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛s❦✱ ❛s ✐t ✇✐❧❧ ❞✐❝t❛t❡

t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛s❦ ✇❤❡♥ ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❙tr✉❝t✉r✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ✇✐t❤ ♦r✐❣✐♥ ✐♥ ❝❡♥tr❛❧ ♣✐①❡❧

❚❤✐s ✇♦r❦ ✉s❡s ❛s ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞✐❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡r♦s✐♦♥ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❆s t❤❡ ♥❛♠❡s s✉❣❣❡st✱

t❤❡s❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❞✐❧❛t❡ ❛♥❞ ❡r♦❞❡ t❤❡ ❢♦r❡❣r♦✉♥❞ ♣✐①❡❧s ✉s✐♥❣ ❛ str✉❝t✉r✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❤❛♥❞②

t♦ ❝♦♥♥❡❝t ♦r ❞✐s❝♦♥♥❡❝t ❢♦r❡❣r♦✉♥❞ ♦❜❥❡❝ts✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s r❡♠♦✈✐♥❣ s♠❛❧❧ ♦❜❥❡❝ts ✐❢ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t s❡q✉❡♥❝❡✳

✶✹



❋♦r t❤✐s ❧❛st ❝❛s❡ ♦♥❡ r❡q✉✐r❡s ❛♥ ♦♣❡♥✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐s ❡r♦❞❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ✇❛② t❤❛t s♠❛❧❧

♦❜❥❡❝ts ❞✐s❛♣♣❡❛r ❛♥❞ t❤❡♥ ✐s ❞✐❧❛t❡❞ t♦ r❡s✐③❡ ❛❧❧ ♦❜❥❡❝ts t♦ t❤❡✐r ♦r✐❣✐♥❛❧ s❤❛♣❡✳ ■❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦r❞❡r ✐s

✐♥✈❡rt❡❞ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❝❧♦s✐♥❣✳

❲❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❞✐❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❡❧❡♠❡♥t ♦r✐❣✐♥ ✐s ♣❛ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❡❛❝❤ t❛r❣❡t ♣✐①❡❧ ❧♦❝❛t✐♦♥

❛♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ②✐❡❧❞s✿ t❤❡ t❛r❣❡t ♣✐①❡❧ ✐s s❡t t♦ ❢♦r❡❣r♦✉♥❞ ✐❢ ❛♥② ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t

❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ ❛ ❢♦r❡❣r♦✉♥❞ ♣✐①❡❧✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❡r♦s✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ②✐❡❧❞s✿ t❤❡ t❛r❣❡t ♣✐①❡❧ ✐s s❡t t♦

❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐❢ ❛♥② ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ ❛ ❢♦r❡❣r♦✉♥❞ ♣✐①❡❧✱ ❡①❝❡♣t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛❧❧

t❤❡ str✉❝t✉r✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ❝♦✐♥❝✐❞✐♥❣ ✇✐t❤ ❢♦r❡❣r♦✉♥❞ ♣✐①❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡ t❛r❣❡t ♣✐①❡❧ ✐s ❧❡❢t ✉♥t♦✉❝❤❡❞✳

❚♦ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡s❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❜✐♥❛r② ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✺❛✳ ❯s✐♥❣

❛ str✉❝t✉r✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✹✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ❡❛❝❤ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♦♥❡ s❤♦✇❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡

✷✳✺✳

✭❛✮ ❖r✐❣✐♥❛❧ ❜✐♥❛r②
✐♠❛❣❡

✭❜✮ ❊r♦s✐♦♥ ✭❝✮ ❉✐❧❛t✐♦♥ ✭❞✮ ❖♣❡♥✐♥❣ ✭❡✮ ❈❧♦s✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s

❖♥❡ ♦❜s❡r✈❡s ❤♦✇ s✐♠♣❧❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❝❛♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ t❤❡ ❢♦r❡❣r♦✉♥❞ ♣✐①❡❧s ❢♦r ❛ ❞❡s✐r❡❞

♣✉r♣♦s❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✉s✐♥❣ ❞✐❧❛t✐♦♥ t♦ ❝♦♥♥❡❝t ♥❡❛r❜② ♦❜❥❡❝ts✱ ♦♣❡♥✐♥❣ t♦ r❡♠♦✈❡ s♠❛❧❧ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞

❝❧♦s✐♥❣ t♦ ✜❧❧ ❤♦❧❡s✱ ❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✺❝✱ ✜❣✉r❡ ✷✳✺❞ ❛♥❞ ✜❣✉r❡ ✷✳✺❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✷✳✹ ❈❛♥♥② ❊❞❣❡ ❉❡t❡❝t✐♦♥

❈❛♥♥② ❡❞❣❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✹❪✱ ✐s ❛ ♠✉❧t✐✲st❡♣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❞❡t❡❝t ❡❞❣❡s ✐♥ ❣r❛②s❝❛❧❡ ✐♠❛❣❡s✳

■t st❛rts ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♥♦✐s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ t❤❡

❣r❛❞✐❡♥t ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❊❞❣❡s ❛r❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧② t♦ ❝♦♥t❛✐♥ str♦♥❣ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❛❣♥✐t✉❞❡s✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣

❛ ◆♦♥✲▼❛①✐♠✉♠ ❙✉♣♣r❡ss✐♦♥ ✭◆▼❙✮ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤✐♥ ♦✉t t❤❡ ❡❞❣❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❤②st❡r❡s✐s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦

t❤r❡s❤♦❧❞ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ♠❛❣♥✐t✉❞❡s✳

✶✺



✷✳✹✳✶ ●❛✉ss✐❛♥ ❋✐❧t❡r

❚❤❡ ❣❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r✱ ❜✉✐❧t ❢r♦♠ t❤❡ ❜✐✈❛r✐❛t❡ ❣❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

G(x, y) =
1

2πσ2
e−

1
2
( x2+y2

σ2 ) ✭✷✳✹✮

✇❤❡r❡ σ ✐s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✳

❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✾✾ ✪ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢❛❧❧s ✇✐t❤✐♥

✸σ✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ❛♥② ♣♦✐♥t ❜❡②♦♥❞ t❤❛t ❧✐♠✐t ✇♦✉❧❞ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ ❧✐tt❧❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ❛❞❞✐♥❣

♠♦r❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ ❝♦♥✈♦❧✈✐♥❣✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ t❤❡ ✜❧t❡r s✐③❡ ✐s tr✉♥❝❛t❡❞ t♦ ✸σ✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❣❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ ✐t✳ ❋♦r σ = 1✱

❛ t②♣✐❝❛❧ 5× 5 ❦❡r♥❡❧ ❤❛s t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✻✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❛✉ss✐❛♥ ❦❡r♥❡❧

✷✳✹✳✷ ●r❛❞✐❡♥t ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥

■♥ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐t ✐s ❣♦♦❞ ♣r❛❝t✐❝❡ t♦ ✉s❡ ❛ ❝❡♥tr❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

df

dx
= f(x+ 1)− f(x− 1) ✭✷✳✺✮

❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❞✐s❝r❡t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ t♦ ❛ ❧✐♥❡❛r ✜❧t❡r✱ ❛s ❬✲✶ ✵

✶❪✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ❝♦♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛ ❣❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ❛♥❞ t❤❡♥ ❝♦♥✈♦❧✈✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✜❧t❡rs ❢♦r ❡❛❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡

❣❛✉ss✐❛♥ ❣r❛❞✐❡♥t✱ ∇G = (∂G
∂x

, ∂G
∂y

)✱ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ t❤❡♥ ❝♦♥✈♦❧✉t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts

✐♥ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡✳ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✻✮ ❛♥❞ ✭✷✳✼✮ s❤♦✇ t❤✐s ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✿

gx =
∂

∂x
(I ×G) = I × ∂G

∂x
✭✷✳✻✮

gy =
∂

∂y
(I ×G) = I × ∂G

∂y
✭✷✳✼✮

❚❤❡ ❣❛✉ss✐❛♥ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐s t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ❝♦♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✜❧t❡r t❤r♦✉❣❤ ❛ ❣❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r✱

s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✻✳ ❆❢t❡r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✱ gx ❛♥❞ gy✱ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❛❣♥✐t✉❞❡

❛♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ❛s✿

|g| =
√
(gx)2 + (gy)2 ✭✷✳✽✮

∠g = arctan(
gy

gx
) ✭✷✳✾✮

✶✻



✷✳✹✳✸ ◆♦♥✲♠❛①✐♠✉♠ ❙✉♣♣r❡ss✐♦♥

❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❡❞❣❡ ♣♦✐♥t✱ ◆▼❙ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡s ♣✐①❡❧s ✐♥ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❛♥❞ r❡♠♦✈❡s

t❤♦s❡ ✇❤♦ ♣r❡s❡♥t s♠❛❧❧❡r ❣r❛❞✐❡♥t ♠❛❣♥✐t✉❞❡ t❤❛♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣✐①❡❧✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✼ ❞✐s♣❧❛②s ❛

t②♣✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤✐♥♥✐♥❣ ❡❞❣❡s ✇✐t❤ ◆▼❙✳ ❊❛❝❤ ❜❧❛❝❦ ❞♦t r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♣✐①❡❧ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ❣r❛② ♦♥❡s

❛r❡ ♣♦✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ♣✐①❡❧s✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ ◆♦♥✲♠❛①✐♠✉♠ s✉♣♣r❡s✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✭❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✶✷❪✮

❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣✐①❡❧ q✱ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ❜❛❝❦✇❛r❞s ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱

♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝❧♦s❡st ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❆s ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ r❡s✉❧t❛♥t ♣♦✐♥ts✱ r ❛♥❞ p✱

❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥ t♦ ❜❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♣♦✐♥t ❜❡t✇❡❡♥ ♣✐①❡❧s✳ ■♥ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♣♦✐♥ts ❣r❛❞✐❡♥t

✐s ❡①tr❛♣♦❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ♣✐①❡❧s✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥t r✱ t❤❡

✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t✱gr✱ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ ♣♦✐♥t r t♦ ♣✐①❡❧ a✱ α✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥ts

♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ♣✐①❡❧s✱ ga ❛♥❞ gb✿

|gr| = α|gb|+ (1− α)|ga| ✭✷✳✶✵✮

❍❛✈✐♥❣ r ❛♥❞ p ❞❡✜♥❡❞✱ t❤❡ ♣✐①❡❧ q ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥ ❡❞❣❡ ✐❢ ✐ts ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐s ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ ❜♦t❤ r ❛♥❞ p✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❛♥ ❡❞❣❡✱ t❤❡ ♥❡①t ♣♦✐♥t t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t

❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ✇❛② ✐t ✐s ❡♥s✉r❡❞ t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✐t❡r❛t✐♥❣ ✜rst t❤r♦✉❣❤ str♦♥❣ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❡❞❣❡s✳

❋♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ♥♦♥✲♠❛①✐♠✉♠ s✉♣♣r❡ss✐♦♥✱ r❡❝❛❧❧ t♦ ❬✶✷❪✳

✷✳✹✳✹ ❍②st❡r❡s✐s ❚❤r❡s❤♦❧❞

■♥ ❤②st❡r❡s✐s✱ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r t❤r❡s❤♦❧❞s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❋r♦♠ t❤❡ t❤✐♥♥❡❞ ♦✉t ❣r❛❞✐❡♥t✱ ❛♥② ✈❛❧✉❡

❜❡❧♦✇ t❤❡ ❧♦✇❡r t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s s❡t t♦ ✵✱ ✇❤✐❧❡ ✈❛❧✉❡s ❛❜♦✈❡ t❤❡ ✉♣♣❡r t❤r❡s❤♦❧❞ ❛r❡ s❡t t♦ ✶ ❛♥❞ ❧❛❜❡❧❡❞

❛s str♦♥❣ ❡❞❣❡s✳ ❱❛❧✉❡s t❤❛t ❢❛❧❧ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ t❤r❡s❤♦❧❞s ❛r❡ ✇❡❛❦ ❡❞❣❡s ❛♥❞ ❛r❡ s❡t t♦ ✶ ✐❢ t❤❡② ❛r❡

✶✼



❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛ str♦♥❣ ❡❞❣❡✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✶✮ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤✐s ❤②st❡r❡s✐s t❤r❡s❤♦❧❞✿

p(x, y) =





no edge =⇒ p(x, y) = 0 ✐❢ lower threshold < |g|
weak edge ✐❢ lower threshold < |g| < upper threshold

strong edge =⇒ p(x, y) = 1 ✐❢ |g| > upperthreshold

weak edge =

{
p(x, y) = 1 ✐❢ connected to strong edge

p(x, y) = 0 ♦t❤❡r✇✐s❡

✭✷✳✶✶✮

❚❤❡ ❤②st❡r❡s✐s t❤r❡s❤♦❧❞ ♦✉t♣✉ts t❤❡ ✜♥❛❧ ❡❞❣❡s ❢r♦♠ ❈❛♥♥② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ ❛ ❜✐♥❛r② ✐♠❛❣❡✳

✷✳✺ ❍♦✉❣❤ ❚r❛♥s❢♦r♠

❍♦✉❣❤ tr❛♥s❢♦r♠ ✇❛s ✜rst❧② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✷✷❪✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤❡ ♣♦♣✉❧❛r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ♦♥❧② ❡st❛❜❧✐s❤ ❛

❢❡✇ ②❡❛rs ❧❛t❡r✱ ✐♥ ❬✾❪✳ ■t ✐s ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❞❡t❡❝t ❧✐♥❡s✱ ❝✐r❝❧❡s ❛♥❞ ♦t❤❡r ❝✉r✈❡s✱ ❦♥♦✇✐♥❣

t❤❡✐r ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❉❡t❡❝t✐♥❣ t❤❡s❡ s❤❛♣❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t st❡♣ ✇❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ✐♠❛❣❡

s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❤❡r❡ ❧✐♥❡s ❛♥❞ ❝✐r❝❧❡s ✇❡r❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✉s✐♥❣ ❤♦✉❣❤ tr❛♥s❢♦r♠✳

✷✳✺✳✶ ▲✐♥❡s ✐♥ ❍♦✉❣❤ ❙♣❛❝❡

❇❡❢♦r❡ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡ ✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❧✐♥❡s

✐♥ ✐♠❛❣❡ s♣❛❝❡✿

y = a · x+ b ✭✷✳✶✷✮

✇❤❡r❡ (a, b) ❛r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ (x, y) ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚♦ ❝♦♥✈❡rt ❛ ❧✐♥❡ ✐♥t♦ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡✱

♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❝♦♥s✐❞❡r (x, y) ❛s ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ (a, b) ❛s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✷✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ t♦✿

b = −x · a+ y ✭✷✳✶✸✮

❚♦ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✽✱

✇❤❡r❡ ❛ ❧✐♥❡ ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ✷ ♣♦✐♥ts ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡✳ ❆ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢

❤♦✉❣❤ tr❛♥s❢♦r♠ ✐s t❤❛t ❧✐♥❡s ❜❡❝♦♠❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ■♥ ❢❛❝t ❛ ❧✐♥❡ ✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡r

s♣❛❝❡ ✇✐❧❧ r❡♣r❡s❡♥t ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧✐♥❡s ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ ✐♠❛❣❡ s♣❛❝❡✱ t❤✉s ✐❢ t✇♦ ♣♦✐♥ts ❜❡❧♦♥❣

t♦ ❛ ❧✐♥❡ ✐♥ ✐♠❛❣❡ s♣❛❝❡✱ t❤❡✐r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ✇✐❧❧ ✐♥t❡rs❡❝t ❛t ❛ ♣♦✐♥t (a, b)✱ ✇❤✐❝❤

❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡✳ ❚❤✐s ❧❛st ♣♦✐♥t ✐s t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✉❣❤ tr❛♥s❢♦r♠✳ ❇②

♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡✱ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❞❡♥s✐t② ❛r❡ ♠♦r❡ ♣r♦❜❛❜❧❡ ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣

tr✉❡ ❧✐♥❡s✳

✶✽
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✿ ❍♦✉❣❤ ❧✐♥❡ tr❛♥s❢♦r♠ ✉s✐♥❣ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥

❆ ♣r♦❜❧❡♠ ❢r♦♠ ✉s✐♥❣ ✭✷✳✶✸✮ ✐s ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❞❡✜♥❡❞✱ s✐♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r a ✐s ✐♥✜♥✐t❡ ✐♥

t❤♦s❡ ❝❛s❡s✳ ❆ s✐♠♣❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦ ✉s❡ ✐♥st❡❛❞ t❤❡ ♣♦❧❛r ❡q✉❛t✐♦♥✿

ρ = x · cos(θ) + y · sin(θ) ✭✷✳✶✹✮

✇❤❡r❡ ✭ρ✱ θ✮ ❛r❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ ♦r✐❣✐♥ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡✱ ❡①♣❡❝t ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡✱ ✇❤❡r❡ ❛ ♣♦✐♥t ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠❛❣❡

s♣❛❝❡ ♥♦✇ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ✇❛✈❡✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡✳ ❚❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✾✳

✭❛✮ ■♠❛❣❡ s♣❛❝❡ ✭❜✮ P❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡

❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✿ ❍♦✉❣❤ ❧✐♥❡ tr❛♥s❢♦r♠ ✉s✐♥❣ ♣♦❧❛r ❡q✉❛t✐♦♥

❆ s✐♠♣❧❡ ✇❛② t♦ ✜♥❞ ❤✐❣❤ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ♣♦✐♥ts ✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ✐s t♦ ✉s❡ ❤♦✉❣❤ ❛❝❝✉♠✉❧❛t♦r

❝❡❧❧s✱ ❛s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✵✳ ❈❡❧❧s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛❧❧② s♣❛❝❡❞ ✐♥❝r❡♠❡♥ts✱ ✐♥

❜♦t❤ ρ ❛♥❞ θ✱ ♠❡❛♥✐♥❣ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ✉♥✐q✉❡ ♣❛✐r ♦❢ ✭ρ, θ✮ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥ts ✐s

❝♦♠♠♦♥❧② r❡❢❡rr❡❞ ❛s r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛❝❝✉♠✉❧❛t♦r✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ ❢♦r ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♦❢ s✐③❡ M × N ✱ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s

✶✾



s❡t t♦ ✶ ✐♥ ❜♦t❤ ρ ❛♥❞ θ✱ ✇❤✐❧❡ ❝♦♥str❛✐♥✐♥❣ ✈❛❧✉❡s t♦ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥s✿ ρ ∈ [−
√
M2 +N2,

√
M2 +N2] ❛♥❞

θ ∈ [−90➦, 90➦]✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵✿ ❍♦✉❣❤ ❛❝❝✉♠✉❧❛t♦r ❝❡❧❧s

❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣♦✐♥t ✐♥ ✐♠❛❣❡ s♣❛❝❡✱ ❛❝❝✉♠✉❧❛t♦r ❝❡❧❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛❧❧ ❧✐♥❡s ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❛t

♣♦✐♥t ❛r❡ ✈♦t❡❞ ❛s ❧✐♥❡ ✐♥ ❛ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❢❛s❤✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ ❝❡❧❧s ❝✉♠✉❧❛t❡ ✈♦t❡s ❢♦r ❛❧❧ ♣♦✐♥ts✳ ❆❢t❡r ♣❡r❢♦r♠✐♥❣

t❤✐s t♦ ❡✈❡r② ♣♦✐♥t ✐♥ ❣❡♦♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t♦r t♦ ✜♥❞ ❝❡❧❧s ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s✱

✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠♦r❡ ♣r♦❜❛❜❧❡ ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❧✐♥❡s✳

✷✳✺✳✷ ❈✐r❝❧❡s ✐♥ ❍♦✉❣❤ ❙♣❛❝❡

❋♦r ❝✐r❝❧❡s t❤❡ ❍♦✉❣❤ tr❛♥s❢♦r♠ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ s❛♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛s ❧✐♥❡s✱ ❜✉t ✇✐t❤ ♠✐♥♦r ❝❤❛♥❣❡s✳ ❆ ❝✐r❝❧❡

✐♥ ✐♠❛❣❡ s♣❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦❧❛r ❡q✉❛t✐♦♥s✿

x = a+R · cos(θ)

y = b+R · sin(θ)
✭✷✳✶✺✮

✇❤❡r❡ (a, b) ❛r❡ t❤❡ ❝✐r❝❧❡s ❝❡♥t❡r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛♥❞ R ✐s t❤❡ r❛❞✐✉s✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❝♦♥st❛♥t r❛❞✐✉s✱ R✱

t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ ✐♠❛❣❡ t♦ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ❝r❡❛t❡s ❝✐r❝❧❡s ♥♦✇ ❛♥❞ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r

❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ✈♦t❡s ❛r❡ ♠♦r❡ ♣r♦❜❛❜❧❡ ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ tr✉❡ ❝✐r❝❧❡s ❝❡♥t❡r (a, b)✳ ❚❤✐s ✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥

✜❣✉r❡ ✷✳✶✶✱ ❢♦r ❛ ❜❡tt❡r ♣❡r❝❡♣t✐♦♥✳

✷✵



✭❛✮ ■♠❛❣❡ s♣❛❝❡ ✭❜✮ P❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ✇✐t❤ ❝♦♥✲
st❛♥t r❛❞✐✉s

✭❝✮ P❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ✇✐t❤
✈❛r②✐♥❣ r❛❞✐✉s

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶✿ ❍♦✉❣❤ ❝✐r❝❧❡ tr❛♥s❢♦r♠ ✉s✐♥❣ ♣♦❧❛r ❡q✉❛t✐♦♥

◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐♥ r❡❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s t❤❡ r❛❞✐✉s ♠❛② ❜❡ ✉♥❦♥♦✇♥✱ ❤❡♥❝❡ ✐t ✐s ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t✳

❚♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ ✈❛r✐❛♥t r❛❞✐✉s ✐♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ✐♥ t❤❡ R

❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ ✐♠❛❣❡ s♣❛❝❡ ✇✐❧❧ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ❝♦♥✐❝ s✉r❢❛❝❡✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✶

❝✮✳ ■♥ t❤✐s ♠❛♥♥❡r✱ ✈♦t❡s ❛r❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❢♦r ✐♥t❡r❝❡♣t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♥✐❝ s✉r❢❛❝❡s✳

✷✳✻ ❈❧✉st❡r✐♥❣

❈❧✉st❡r✐♥❣ ❞❛t❛ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❤❛♥❞② ✇❤❡♥ ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ❦♥♦✇♥✳ ❲✐t❤ s✉❝❤

❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❣r♦✉♣ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ✐♥t♦ ❝❧✉st❡rs ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ s✉❝❤ ❛s s✐♠✐❧❛r✐t②

❜❡t✇❡❡♥ ♣♦✐♥ts✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛ ❝❧❛ss✐❝ ❑✲♠❡❛♥s ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❬✸✷❪ ✉s❡s ♦♥❧② t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞s ❞✐st❛♥❝❡

❛s s✐♠✐❧❛r✐t②✱ ❜✉t ♦t❤❡r ♠❡tr✐❝s ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❉❡♥s✐t②✲❇❛s❡❞ ❙♣❛t✐❛❧ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ❆♣♣❧✐✲

❝❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ◆♦✐s❡ ✭❉❇❙❈❆◆✮ ❬✶✶❪✱ ✇❤✐❝❤ ❝❧✉st❡rs ♣♦✐♥ts ✐♥ ❤✐❣❤ ❞❡♥s✐t② ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱

♠♦r❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡❞ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ❑✲♠❡❛♥s ❝❛♥ s❡❣♠❡♥t ✐♠❛❣❡s ✐♥t♦ s✐♠✐❧❛r r❡❣✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦❧♦r

♦❢ ♣✐①❡❧s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❙✐♠♣❧❡ ▲✐♥❡❛r ■t❡r❛t✐✈❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ✭❙▲■❈✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✶❪✳ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♠❛❣❡s

✐♥t♦ r❡❣✐♦♥s ♣❧❛②s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③✐♥❣ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳

✷✳✻✳✶ ❙▲■❈

❙▲■❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❧✉st❡rs ✐♠❛❣❡s ✐♥t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❡q✉❛❧❧②✲s✐③❡❞ r❡❣✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❈■❊▲❆❇ ❝♦❧♦r

s♣❛❝❡ ❛♥❞ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡s s✐♠✐❧❛r✐t② ✐♥ (x, y) ♣❧❛♥❡✳ ❍❛✈✐♥❣ t❤✐s s❛✐❞✱ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❝❡♥t❡rs✱ Ck =

[lk, ak, bk, xk, yk]✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst ✸ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❈■❊▲❆❇ ❝♦❧♦r s♣❛❝❡✱ ❛r❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❜② ❛

❣r✐❞ ♦❢ ❡q✉❛❧❧② s♣❛❝❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧s✳ ❚❤❡ s♣❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❧✉st❡r ❝❡♥t❡rs✱ S✱ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢

✷✶



❝❧✉st❡rs✱ K✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐①❡❧s ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ N ✿

S2 =
N

K
⇐⇒ S =

√
N

K
✭✷✳✶✻✮

✇❤❡r❡ S2 ✐s t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❛r❡❛ ♦❢ ❝❧✉st❡rs t♦ ✐♥✐t✐❛t❡✳ ❆❧s♦ ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝❧✉st❡r ❝❡♥t❡rs

❛r❡ r❡❛❞❥✉st❡❞ t♦ t❤❡ ♣✐①❡❧ ✇✐t❤ ❧♦✇❡st ❣r❛❞✐❡♥t ✐♥ ❛ 3 × 3 ✇✐♥❞♦✇✳ ❚❤✐s r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡

✐♥✐t✐❛❧ ❝❡♥t❡r ❧❛♥❞✐♥❣ ♦♥ ❛♥ ❡❞❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛ ♥♦✐s② ♣✐①❡❧ t♦ st❛rt ❝❧✉st❡r✐♥❣✳

❆s ❢♦r t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❡tr✐❝✱ D ✱ ❙▲■❈ ✉s❡s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❈■❊▲❆❇ ❝♦❧♦r s♣❛❝❡ ❛♥❞ ❡✉❝❧✐❞❡❛♥

❞✐st❛♥❝❡s✱ dlab ❛♥❞ dxy✱ ❣✐✈❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇✿

D = dlab +
m

S
dxy ✭✷✳✶✼✮

✇❤❡r❡ m ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ♦❢ ❝❧✉st❡rs ❛♥❞ r❡❣✉❧❛t❡s t❤❡ ❡♠♣❤❛s✐s t❤❛t ❙▲■❈ s❤♦✉❧❞ ❣✐✈❡ t♦ t❤❡ (x, y)

♣❧❛♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❡tr✐❝✳ ❇♦t❤ dlab ❛♥❞ dxy ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❡✉❝❧✐❞❡❛♥

❞✐st❛♥❝❡s✿

dlab =
√
(lk − li)2 + (ak − ai)2 + (bk − bi)2 ✭✷✳✶✽✮

dxy =
√

(xk − xi)2 + (yk − yi)2 ✭✷✳✶✾✮

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❙▲■❈ r❡str✐❝ts ❞✐st❛♥❝❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❢♦r ♣✐①❡❧s ✐♥s✐❞❡ ❛ 2S×2S ❛r❡❛ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❝❡♥t❡r✳

❈♦♠♣❛r✐♥❣ ❑✲♠❡❛♥s ✇✐t❤ ❙▲■❈✱ ❜♦t❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♣r❡s❡♥t ❛♥ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡✱ ②❡t ❙▲■❈ s❤♦✇s ❛ s❧✐❣❤t❧②

❤✐❣❤❡r ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❜② t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❧♦r s♣❛❝❡ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❙▲■❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❢✉❧❧② ❡①♣❧❛✐♥❞❡❞ ✐♥

❛❧❣♦r✐t❤♠ ✶✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❙▲■❈

❉❡✜♥❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs K
■♥✐t✐❛❧✐③❡ ❝❧✉st❡rs ❝❡♥t❡rs Ck = [lk, ak, bk, xk, yk] ✇✐t❤ k = 1, 2, ...,K
❆❞❥✉st ❝❧✉st❡r ❝❡♥t❡rs t♦ ❧♦✇❡st ❣r❛❞✐❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ ❛ 3× 3 ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞
✇❤✐❧❡ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♥♦t r❡❛❝❤❡❞ ❞♦

❢♦r p ✐♥ ◆✲❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ❞♦
❈♦♠♣✉t❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡ D ✭✷✳✶✼✮❜❡t✇❡❡♥ p ❛♥❞ ❛❧❧ K ❝❧✉st❡r ❝❡♥t❡rs ✇✐t❤ dxy ≤ 2S
❆ss✐❣♥ p t♦ ♥❡❛r❡st ❝❧✉st❡r ❝❡♥t❡r

❡♥❞ ❢♦r

❢♦r k = 1 : K ❞♦

❈♦♠♣✉t❡ ♠❡❛♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❝❧✉st❡r k
❯♣❞❛t❡ ❝❧✉st❡r Ck = mean(pk)

❡♥❞ ❢♦r

❡♥❞ ✇❤✐❧❡

✷✷



❈❤❛♣t❡r ✸

❉❡❡♣ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞

❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ✇❛s ✜rst❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❏♦❤♥ ▼❝❈❛rt❤② ✐♥ ✶✾✺✻ ❬✸✸❪✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣

✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ✐♥t♦ ♠❛❝❤✐♥❡s✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤♦s❡ ❝❛♣❛❜❧❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❤✉♠❛♥ t❛s❦s ✐♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ✇✐t❤ ✉♥❝❡rt❛✐♥

❜❡❤❛✈✐♦r✱ ♠♦t✐✈❛t❡❞ ♠❛♥② r❡s❡❛r❝❤❡rs t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❞❡❡♣❡r t❤✐s ✜❡❧❞ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡♥✱ ♠❛♥②

❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❡r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ tr❛♥s❢♦r♠ t❤✐s ✐❞❡❛ ✐♥t♦ r❡❛❧✐t②✳

◆♦✇❛❞❛②s✱ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ ❛ tr❡♥❞ r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ♠❛♥② ❛r❡❛s ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❋♦r

✐♥st❛♥❝❡✱ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ s❤♦✇s s♦♠❡ ♦❢ t❤♦s❡ ❛r❡❛s✳ ❖♥❡ s❤♦✉❧❞ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t t❤❡s❡ ❜r❛♥❝❤❡s ❛r❡ ♥♦t

❡①❝❧✉s✐✈❡ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡rs✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ✐s ✉s❡❞✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❞❡❡♣ ❛♥❞

s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❆■ r❡s❡❛r❝❤ ❛r❡❛s

▼❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛st❡r ❜r❛♥❝❤❡s ❢r♦♠ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✳ ■t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢

❤✉♠❛♥ ❜r❛✐♥ t♦ ❧❡❛r♥ ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛♥❞ r❡tr✐❡✈❡ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ❚❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝♦♥❝❡♣t ❣❛✈❡

❜✐rt❤ t♦ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥❛❜❧❡❞ ❝♦♠♣✉t❡rs t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝♦♠♣❧❡① t❛s❦s ✐♥ ✉♥♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡

✷✸



❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳

◆❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✭◆◆s✮ ✉s❡ ❢❡❛t✉r❡s✱ ❢r♦♠ t❤❡ r❛✇ ❞❛t❛✱ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♦✉t♣✉t✳ ❇② ♠❡❛♥s ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ❛r❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ✇❤✐❝❤

❢❡❛t✉r❡s t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❉❡s♣✐t❡ ❛❧❧ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s✱ s✐♠♣❧❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ❤❛✈❡

❞r❛✇❜❛❝❦s✱ s✉❝❤ ❛s ♥♦t t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❆s ❡❛❝❤ ❢❡❛t✉r❡ ♠❛② ❞✐✛❡r

❢r♦♠ ❝❛s❡ t♦ ❝❛s❡✱ t❤✐s ❞♦✇♥s✐❞❡ ♠❛❦❡s ◆◆s ✐♠♣♦t❡♥t✱ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞❡❧s✱ s✉❝❤

❛s✱ ❉❡❡♣ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✭❉◆◆s✮✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ ❉❡❡♣ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❜r❛♥❝❤✱ ❉◆◆s ✉s❡ ♠✉❧t✐❧❛②❡rs ♦❢ s✐♠♣❧❡

❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ ❡①tr❛❝t ❝♦♠♣❧❡① ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❛❜str❛❝t

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❬✶✼❪✳ ❚❤✐s ❧❛st t♦♣✐❝ ✐s ❛♣♣r♦❛❝❤❡❞ ✇✐t❤ ❞❡❡♣❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ✐♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s

❝❤❛♣t❡r✳ ❋✐rst❧②✱ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✱ ❛ ❜r✐❡❢ ❤✐st♦r② ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♣ts ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❉◆◆s ✐s t❛r❣❡t❡❞✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛♥

♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❉◆◆s ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❛ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ✉s❡ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷

❝♦✈❡rs ❈♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s ✭❈◆◆s✮ ✇✐t❤ ❛ ❞❡❡♣❡r ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s

s❡❝t✐♦♥ ✐s r❡❧❡✈❛♥t t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❜❛s✐❝s ❜❡❤✐♥❞ ❉◆◆s✳ ▲❛st❧②✱ ❣❡tt✐♥❣ ♠♦r❡ r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ✇♦r❦

♦❜❥❡❝t✐✈❡s✱ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ✇✐t❤ ❞❡t❛✐❧✱ t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥

t❤✐s ✇♦r❦✳

✸✳✶ ❉❡❡♣ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s

❇❛s❡❞ ✐♥ ❤✉♠❛♥ ❜r❛✐♥ ♥❡✉r♦♥s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ◆◆s ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♥♦❞❡s✱ ❝❛❧❧❡❞ ♥❡✉r♦♥s✱ ✐♥t❡r✲

❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♦t❤❡rs t♦ ❧❡❛r♥ t♦❣❡t❤❡r t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥♣✉t t♦ ❛ ❞❡s✐r❡❞ ♦✉t♣✉t✳

❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ❜② ♠❛♥♥❡rs ♦❢ s✉♣❡r✈✐s❡❞✱ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♦r r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣✳

❚❤❡ ✜rst ❦♥♦✇♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❛ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛❝t✐✈❛✲

t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ▼❝❈✉❧❧♦❝❤ ❛♥❞ P✐tts✱ ✐♥ ✶✾✹✸ ❬✸✹❪✳ ❙♦♠❡ ②❡❛rs ❧❛t❡r✱ ✐♥ ✶✾✺✼✱ ❘♦s❡♥❜❧❛tt

✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❤✐s ✇♦r❦ ♦♥ ♣❡r❝❡♣tr♦♥s ❬✹✵❪✱ ❣✐✈✐♥❣ ♥❡✉r♦♥s t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② t♦ ❧❡❛r♥✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❡✈❡♥ ✇✐t❤

♣❡r❝❡♣tr♦♥s✱ ❛ s✐♥❣❧❡✲❧❛②❡r ♥❡t✇♦r❦ ❝♦✉❧❞ ♦♥❧② ♣❡r❢♦r♠ ❧✐♠✐t❡❞ t❛s❦s✳ ❚❤❡ ✉s❛❣❡ ♦❢ ♠✉❧t✐❧❛②❡r ❢❡❡❞✲❢♦r✇❛r❞

♥❡t✇♦r❦s ♦♥❧② ❜❡❝❛♠❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❜❛❝❦♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❲❡r❜♦s ✐♥ ✶✾✼✹

❬✺✸❪ ❛♥❞ r❡❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❘✉♠❡❧❤❛rt✱ ❍✐♥t♦♥ ❛♥❞ ❲✐❧❧✐❛♠s ✐♥ ✶✾✽✻ ❬✹✶❪✳ ■t ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ ♥❡✇ ❧❡❛r♥✐♥❣ r✉❧❡

❢♦r ✇❡✐❣❤ts ❛❞❥✉st♠❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ r❡✢❡❝t❡❞ ♦♥ ❡rr♦r ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥✳

❘❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡s❡ ❝♦♥❝❡♣ts✱ ✈❛r✐♦✉s ◆◆ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ✇❡r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s✉❧ts✳ ❋♦r

✐♥st❛♥❝❡✱ ❋✉❦✉s❤✐♠❛ ✇❛s ❛❜❧❡ t♦ tr❛✐♥ ❛ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♠✉❧t✐❧❛②❡r ♥❡t✇♦r❦ t♦ r❡❝♦❣♥✐③❡ ❢❡❛t✉r❡s ✐♥ s♠❛❧❧

✐♠❛❣❡s✱ ✐♥✈❛r✐❛♥t t♦ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ s♠❛❧❧ ❞✐st♦rt✐♦♥s ✐♥ s❤❛♣❡ ❬✶✸❪✳ ❈❛rr②✐♥❣ ❋✉❦✉s❤✐♠❛s ✇♦r❦✱ ▲❡❈✉♥

✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ t❡r♠ ❈◆◆✱ ❜② ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ▲❡◆❡t✲✺✱ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✱ ♣♦♦❧✐♥❣✶✱ ❢✉❧❧②✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛♥❞

✶■♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❛♣❡r t❤✐s ❧❛②❡r ✐s r❡❢❡rr❡❞ ❛s s✉❜✲s❛♠♣❧✐♥❣ ❧❛②❡r✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤❡ ♥❛♠❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✐s ♣♦♦❧✐♥❣
❧❛②❡r

✷✹



s♦❢t♠❛① ❧❛②❡rs ❬✷✾❪✳ ◆♦✇❛❞❛②s✱ ❉◆◆s ❛r❡ ✉s❡❞ ✇♦r❧❞✇✐❞❡ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞

❧❛r❣❡ ❞❡♣t❤s ♦❢ ❧❛②❡rs✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ st❛t❡✲♦❢✲❛rt ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳

❚❤❡ r✐s✐♥❣ ♦❢ ❉◆◆❙ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ✜❡❧❞ ✇❛s ♠♦r❡ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ❧❛✉♥❝❤ ♦❢ ■♠❛❣❡♥❡t ▲❛r❣❡

❙❝❛❧❡ ❱✐s✉❛❧ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ❈❤❛❧❧❡♥❣❡ ✭■▲❙❱❘❈✮✱ ✐♥ ✷✵✶✵✳ ❇❛❝❦ t❤❡♥✱ t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ✐♠❛❣❡

❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❜② ♣✉tt✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r ❛ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❡❛♠s t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❜❡st ❛❝❝✉r❛❝② ♣♦ss✐❜❧❡

✐♥ ❛ t❡st ❞❛t❛s❡t✳ ❖t❤❡rs ✈❛r✐❛♥ts ❛r❡ ♥♦✇ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡s❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥s✱ ❧✐❦❡ ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞

s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳

❆s t❤✐s ✐♥♥♦✈❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❣♦t ♣r❡st✐❣❡✱ ❛♥❞ ♦t❤❡r s✐♠✐❧❛r ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥s ❛♣♣❡❛r❡❞✱ ❛♥ ✉r❣❡ t♦

❛❝❝♦♠♣❧✐s❤ ❉◆◆s ✇✐t❤ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠♦t✐✈❛t❡❞ ♠❛♥② ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ r❡s❡❛r❝❤❡rs t♦ ❞❡s✐❣♥ ❉◆◆s

✇✐t❤ ♣❡❝✉❧✐❛r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❙✐♥❣❧❡ ❙❤♦t ♠✉❧t✐❜♦① ❉❡t❡❝t♦r✭❙❙❉✮ ❬✸✶❪✱ ❨♦✉ ❖♥❧② ▲♦♦❦ ❖♥❝❡ ✭

❨❖▲❖✮ ❬✸✽❪✱ ❘✲❋❈◆ ❬✼❪✱ ❘✲❈◆◆ ❬✶✺❪✱ ❋❛st ❘✲❈◆◆ ❬✶✹❪ ❛♥❞ ❋❛st❡r ❘✲❈◆◆ ❬✸✾❪✳ ❍❛✈✐♥❣ t❤✐s ❞✐✈❡rs✐t②✱

❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❣♦❛❧ ❜❡❝♦♠❡s ❧❡ss str❛✐❣❤t❢♦✇❛r❞✱ ❛s ❡❛❝❤ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❛♥❞ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡

s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♥❡t✇♦r❦s ❛♥❞ ❝❤♦♦s❡ ❛ ♣r♦♣❡r ♦♥❡✱ ✜❣✉r❡

✸✳✷ ✐❧❧✉str❛t❡s ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ♥❡t✇♦r❦s r❡❣❛r❞✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡tr✐❝

♠❆P✱ ✐s t❤❡ ♠♦st ✉s❡❞ ✐♥ ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t♦rs ❛♥❞ ❡①♣r❡ss❡s ✇✐t❤✐♥ ❜♦t❤ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳

❚❤✐s ♠❡tr✐❝ ✐s ❢✉❧❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳

❲❤❡♥ ❢❛st ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡ ✐s r❡q✉✐r❡❞✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ r❡❛❧ t✐♠❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥s✱ ♥❡t✇♦r❦s ✇✐t❤ ❛♥ ❛r❝❤✐✲

t❡❝t✉r❡ ❧✐❦❡ ❙❙❉ ❛♥❞ ❨❖▲❖ s❤♦✇ ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ✐s ♦✈❡r❝♦♠❡

❜② s❧♦✇❡r ♠♦❞❡❧s✱ ❧✐❦❡ ❋❛st❡r ❘✲❈◆◆ ✭✜❣✉r❡ ✸✳✷❛✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s ❋❛st❡r ❘✲❈◆◆ ❤❛s ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

✇❤❡♥ s♠❛❧❧ ♦❜❥❡❝ts ♠✉st ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✭✜❣✉r❡ ✸✳✷❜✮ ❛♥❞ ❝❛♥ r❡❝❡✐✈❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❛♥② s✐③❡✳ ❆s t❤❡ ♠❛✐♥

❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❛❝❝✉r❛❝②✱ ❡✐t❤❡r ✐♥ ❜✐❣✱ ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞ s♠❛❧❧ ♦❜❥❡❝ts✱ ✇❤✐❧❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡ ❤❛s ❧❡ss

r❡❧❡✈❛♥❝❡✱ t❤❡ ❛❞♦♣t❡❞ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❛ ❋❛st❡r ❘✲❈◆◆✳

❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ❡①tr❛❝t♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❋❛st❡r ❘✲❈◆◆✱ ❘❡s◆❡t✲✶✵✶ ❛♥❞ ■♥❝❡♣t✐♦♥ ❘❡s◆❡t

✈✷ s❤♦✇ ❝❧♦s❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ♦✈❡r❛❧❧ ♠❆P ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛❝② ✭✜❣✉r❡ ✸✳✷❝✮✱ ❜✉t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ t❤❛♥ t❤❡ ✜rst ✭✜❣✉r❡ ✸✳✷❛✮✳ ❚❤✐s ❧❛st ♣♦✐♥t ✇❛s t❤❡ ♠❛✐♥ ❢❛❝t♦r t♦ ❝❤♦♦s❡

❘❡s◆❡t✲✶✵✶ ❢❡❛t✉r❡ ❡①tr❛❝t♦r ♦✈❡r t❤❡ ■♥❝❡♣t✐♦♥ ❘❡s◆❡t ✈✷✳

❋✐♥❛❧❧②✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❉◆◆s ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ ❝❛♥ ❥❡♦♣❛r❞✐③❡ t❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧ts✱

❛s t❤❡ s✉❜✲♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♥♦t r❡❛❝❤❡❞✳ ■♥ t❤♦s❡ ❝❛s❡s✱ tr❛♥s❢❡r ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❜❡

❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤✐s ✇♦r❦ ❞❛t❛s❡t ✐s ♥♦t ❜✐❣ ❡♥♦✉❣❤✷✱ ❋❛st❡r ❘✲❈◆◆ ✐s tr❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ tr❛♥s❢❡r ❧❡❛r♥✐♥❣✱

❛ ♠❡t❤♦❞ ❢✉rt❤❡r ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✹✳

✷❋♦r r❡❢❡r❡♥❝❡✱ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✷ ✇❡r❡ tr❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞❛t❛s❡t 35× ❛♥❞ 180× ❧❛r❣❡r✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ♦❢ ♦❜❥❡❝t ✐♥st❛♥❝❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✷✺



✭❛✮

✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❚❤r❡❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡t✇♦r❦s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ✭s♦✉r❝❡ ❬✷✸❪✮✿ ✭❛✮ ✲ ❈♦♠♣❛r✲
✐♥❣ t❤❡ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ●P❯ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ s♣❡❡❞ ❛♥❞ ♠❆P✱ ✭❜✮ ✲ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♠❆P ❛❝r♦ss t❤r❡❡ s❝❛❧❡s
♦❢ ♦❜❥❡❝ts✿ s♠❛❧❧✱ ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞ ❧❛r❣❡✱ ✭❝✮ ✲ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ❡①tr❛❝t♦rs ❛❝❝✉r❛❝②✱ ✇❤❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♥❡t✇♦r❦s✳ ❆❧s♦ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♥❡t✇♦r❦ ♠❆P ✐s s❤♦✇♥ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥

✸✳✷ ❈♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡

❈♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ❛r❡ t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ❉◆◆s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❋❛st❡r

❘✲❈◆◆✳ ❚❤✉s✱ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❜❡tt❡r ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❜❡❤✐♥❞ t❤♦s❡✳

❆ t②♣✐❝❛❧ ❈◆◆ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤r❡❡ ❧❛②❡rs✿ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧✱ ♣♦♦❧✐♥❣ ❛♥❞ ❢✉❧❧②✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❧❛②❡r✳ ❈♦♥s✐❞✲

❡r✐♥❣ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧❛②❡rs ❤❛s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ♣✉r♣♦s❡✱ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❛s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡

s✉❜s❡❝t✐♦♥s✿ ♦♥❡ ♣❡r ❧❛②❡r✳

✷✻



✸✳✷✳✶ ❈♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ▲❛②❡r

❈♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❧❛②❡rs ❛r❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛❜str❛❝t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ❛♥ ✐♥♣✉t✱ t♦ ❜❡ ❢❡❞ ✐♥t♦

t❤❡ ❢✉❧❧②✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❧❛②❡r✱ ❧❛tt❡r ♦♥✳ ❚❤❡s❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✱ ✉s✉❛❧❧② r❡❢❡rr❡❞ ❛s ❢❡❛t✉r❡✴❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♠❛♣s✱

❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛ st❛❝❦ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ✜❧t❡rs ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ❡①♣❧❛✐♥❡❞

✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳

❲❤✐❧❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❛ ❈◆◆✱ ✇❡✐❣❤ts ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❡rr♦r✳ ■♥ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡

❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❧❛②❡r✱ t❤❡s❡ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❦❡r♥❡❧✳ ❖♥❝❡ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ st❛rts✱ ❡❛❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ✇✐❧❧

s✉✛❡r ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❜❡st r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛ ❦❡r♥❡❧ ✐s ❛❧s♦

❞❡✜♥❡❞ ❜② ✜①❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❝❛❧❧❡❞ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♣❧❛②s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ t❤❡

r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡s❡ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜❧t❡rs ♥✱ t❤❡ ✜❧t❡r s✐③❡ ✇ ❛♥❞ ❤✱ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❧❛②❡r ❛♥❞ t❤❡ str✐❞❡ s✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ ♠❛♥② ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱

t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥s ❛r❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ n ∈ {32, 64, 128}✱ w = h ∈ {1, 3, 5, 11}✱ r❡❝t✐✜❡❞ ❧✐♥❡❛r ✉♥✐t ✭❘❡▲❯✮

❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ s ❂ ✶ ❬✺✵❪✳

❚❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ ❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❧❛②❡r ✐s ❞✐❝t❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜❧t❡rs✳ ■❢ ♦♥❡ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❞❡♣t❤✱ t❤❡

♠♦❞❡❧ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①✱ ❛s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✇❡✐❣❤ts ❛♥❞ ❢❡❛t✉r❡ ♠❛♣s r✐s❡s✳ ❚♦ ❜❡tt❡r ♦❜s❡r✈❡ t❤❡

❞❡♣t❤✱ ✜❣✉r❡ ✸✳✸ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ♥❡①t✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❈♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❧❛②❡r ✇✐t❤ ❞❡♣t❤ ✺

❆♥ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ ❞❡♣t❤ ♦❢ ✸ ✐s ❝♦♥✈♦❧✉t❡❞ ❜② ❛ st❛❝❦ ♦❢ ✺ ✜❧t❡rs✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ✺ ❞✐st✐♥❝t✐✈❡ ❢❡❛t✉r❡

♠❛♣s✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ❞❡♣t❤ ♠❛② ❝❤❛♥❣❡✱ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s✳ ❆s r❡❢❡rr❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ✜❧t❡rs ✉s❡❞ ❛r❡ n ∈ {32, 64, 128}✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❞❡♣t❤ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❘●❇ ✐♠❛❣❡s✱

✇✐t❤ ❞❡♣t❤ ✸✳

■t ✐s ❝♦♠♠♦♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t♦ s❤❛r❡ ✇❡✐❣❤ts ❛❝r♦ss t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❛ ❞❡♣t❤✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❣♦❛❧ ✐s ❢♦r

❡❛❝❤ ❦❡r♥❡❧ t♦ ❡①tr❛❝t ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❢❡❛t✉r❡✱ t❤✐s s❤❛r✐♥❣ ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✐t r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♠❛ss✐✈❡

r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❧❛②❡r✳
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✸✳✷✳✷ P♦♦❧✐♥❣ ▲❛②❡r

P♦♦❧✐♥❣ ❧❛②❡rs ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t ❢❡❛t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♠❛♣✳ ❚❤✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞✱ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♥❡❡❞❡❞✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❧♦❝❛❧ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠✐♥♦r ❝❤❛♥❣❡s ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡✳ P♦♦❧✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡

✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s✱ ❜✉t t②♣✐❝❛❧❧② ♠❛① ♣♦♦❧✐♥❣ ✐s ❝❤♦s❡♥ ✐♥ ♠❛♥② ♥❡t✇♦r❦s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✳

❏✉st ❧✐❦❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❧❛②❡rs✱ ♣♦♦❧✐♥❣ r❡q✉✐r❡s ❛ ❦❡r♥❡❧✱ ✇✐t❤ s✐③❡ ❛♥❞ str✐❞❡ ♦❢ ❝❤♦✐❝❡✳ ❲❤❡♥ t❤❡

❦❡r♥❡❧ ✐s s❧✐❞ ❛❝r♦ss t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♠❛♣s✱ ♠❛① ♣♦♦❧✐♥❣ ✇✐❧❧ ❡①tr❛❝t t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡st s❝♦r❡✳ ❋✐❣✉r❡

✸✳✹ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ 2× 2 ❦❡r♥❡❧ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♠❛♣ ♦❢ s✐③❡ 6× 4✱ ✇✐t❤ str✐❞❡ s = 2✳ ❚❤❡

r❡s✉❧t ✐s ❛ 3× 2 ❢❡❛t✉r❡ ♠❛♣✱ t❤✉s ❞❛t❛ ✇❡r❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ 1
s2

♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♠❛♣✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ▼❛① ♣♦♦❧✐♥❣✿ ❡①❛♠♣❧❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✺✵❪

✸✳✷✳✸ ❋✉❧❧②✲❈♦♥♥❡❝t❡❞ ▲❛②❡r

❋✉❧❧②✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❧❛②❡rs ❛r❡ ❜❛s❡❞ ✐♥ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r ♣❡r❝❡♣tr♦♥ ♠♦❞❡❧s✳ ❊❛❝❤ ❧❛②❡r ✐s ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ❜② ✐♥❞❡✲

♣❡♥❞❡♥t ♥❡✉r♦♥s✱ ✐✳❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ ❛ ❧❛②❡r✳ ■♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❧❛②❡r✱ ❡❛❝❤ ♥❡✉r♦♥ r❡❝❡✐✈❡s ✐♥♣✉t

❢r♦♠ ❛❧❧ ♥❡✉r♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧❛②❡r ❛♥❞ ✐ts ♦✉t♣✉t ✐s ❢❡❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♥❡✉r♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡①t ❧❛②❡r✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺

✐❧❧✉str❛t❡s ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧②✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❧❛②❡rs✱ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❈◆◆✳ ❚❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢ ❧❛②❡rs ❛r❡

r❡♣r❡s❡♥t❡❞✿ ✐♥♣✉t✱ ❤✐❞❞❡♥ ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ❧❛②❡rs✳ ❈♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜rst t✇♦ ❧❛②❡rs ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞

✇✐t❤ ❛ ✇❡✐❣❤t wij ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛st t✇♦ ✇✐t❤ ❛ ✇❡✐❣❤t Wij ✳ ❆❧s♦ ❛ ❜✐❛s ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ ❤✐❞❞❡♥ ❛♥❞ ♦✉t♣✉t

❧❛②❡rs✳

❆ ♥❡✉r♦♥s ✐♥♣✉t✱ zj ✱ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❧♦❣✐t✳ ■t r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❞♦t ♣r♦❞✉❝t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡

❝♦♥♥❡❝t✐♦♥✱ wij ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧❛②❡r x✱ ♣❧✉s ❛ ❜✐❛s ✈❛❧✉❡✱ b✿

zj(x) =
∑

i

wijxi + bj = wT · x+ b ✭✸✳✶✮

❆ ♥❡✉r♦♥s ♦✉t♣✉t✱ ❦♥♦✇♥ ❛s ❛❝t✐✈❛t✐♦♥✱ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧♦❣✐t✱ zj ✱ ❛♥❞ ❛♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ f ✿

g(x) = f(z(x)) ✭✸✳✷✮
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ●❡♥❡r✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✉❧❧②✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❧❛②❡rs

▼❡r❣✐♥❣ ✭✸✳✶✮ ❛♥❞ ✭✸✳✷✮✱ t❤❡ ✐♥♣✉t ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❧❛②❡r ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✿

z(x) = WT · g(x) + b ✭✸✳✸✮

▲❛st✱ ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧② t♦ ✭✸✳✷✮✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❧❛②❡r ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥♣✉t✱ zk✱ ❛♥❞ ❛♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥

❢✉♥❝t✐♦♥✱ σ✿

y(x) = σ(z(x)) = σ(WT · g(x) + b) ✭✸✳✹✮

❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ ✭✸✳✷✮ ❛♥❞ ✭✸✳✹✮ ✐s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ✐♥t♦ t❤❡

♥❡t✇♦r❦✳ ❇② ❝♦♥✈❡rt✐♥❣ t❤❡ ✐♥♣✉t ♦❢ ❛ ♥❡✉r♦♥ ✐♥t♦ ✐ts ♦✉t♣✉t✱ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞✐❝t❛t❡s ❤♦✇ ♠✉❝❤ ♥❡✉r♦♥s

❛r❡ ✜r❡❞ ✇❤❡♥ r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥♣✉t✳ ❆ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s

♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✸✳

✸✳✷✳✹ ❚r❛♥s❢❡r ▲❡❛r♥✐♥❣

❚r❛♥s❢❡r ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐s ❛ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ✉s❡s t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❝❡rt❛✐♥ t❛s❦ t♦ tr❛✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦

✐♥ ❛ ♥❡✇ s✐♠✐❧❛r t❛s❦✳ ❚r❛♥s♣♦s✐♥❣ t♦ ❈◆◆s✱ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐s ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✜rst❧②✱ ❛
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♥❡t✇♦r❦ ✐s tr❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ s❝r❛t❝❤ ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ s♦✉r❝❡ ❞❛t❛s❡t✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ r♦❜✉st ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ❞❛t❛s❡t ♠✉st

❜❡ ❧❛r❣❡ ❛♥❞ ❞✐✈❡rs❡ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❣♦♦❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✲tr❛✐♥❡❞

♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ r❡✉s❡❞ t♦ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ ♥❡✇ ♥❡t✇♦r❦✳ ■t ✐s ❝♦♠♠♦♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t♦ r❡tr❛✐♥ ❛❧❧ t❤❡

❧❛②❡rs ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❜✉t ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❢r❡❡③❡ s♦♠❡ ❧❛②❡rs✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✻ s❤♦✇s t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss

✇✐t❤ ❢r❡❡③✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❉◆◆ ❧❛②❡rs✳ ■♥ t❤✐s s❝❤❡♠❡✱ ♦♥❧② t❤❡ ♦✉t♣✉t ❧❛②❡rs ❛r❡ r❡tr❛✐♥❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ❚r❛♥s❢❡r ❧❡❛r♥✐♥❣ s❝❤❡♠❡

❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ♦♥ ❈◆◆s✱ ❛s ✐t ♣r♦✈❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡

t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡✱ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♥❡t✇♦r❦ tr❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ s❝r❛t❝❤✳ ❙✉❝❤ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐s

r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ♣❛♣❡rs ❧✐❦❡ ❬✹✷❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✉s❡❞ ♣r❡✲tr❛✐♥❡❞ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛❞ ♦❜t❛✐♥❡❞ st❛t❡✲♦❢✲❛rt

r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ■▲❙❱❘❈✱ t♦ ❛❞❞r❡ss ❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ♣r❡✲tr❛✐♥❡❞ ♠♦❞❡❧ ✇❛s tr❛✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡

■♠❛❣❡◆❡t ❞❛t❛s❡t✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♥❡✇ ♥❡t✇♦r❦ ✇❛s tr❛✐♥❡❞ ♦♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛t❛s❡t✱ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛rt ✐♠❛❣❡s✳

■♠❛❣❡◆❡t ❞❛t❛s❡t ✐s ❛ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛s❡t ♠❛❞❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❞❡❡♣ ❧❡❛r♥✐♥❣ r❡s❡❛r❝❤✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡

■♠❛❣❡◆❡t ❞❛t❛s❡t ❞✐✛❡rs ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❛rt ❞❛t❛s❡t✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ♣r❡✲tr❛✐♥❡❞ ♠♦❞❡❧s

✇❤✐❝❤ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❣♦♦❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦♥ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛s❡ts ❝❛♥ ❜❡ r❡tr❛✐♥❡❞ ✐♥ ♥❡✇ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛t❛s❡ts✱ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣

❜❡tt❡r r❡s✉❧ts t❤❛t ♥❡t✇♦r❦s tr❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ s❝r❛t❝❤ ♦♥ t❤♦s❡ s❛♠❡ ♥❡✇ ❞❛t❛s❡ts✳

✸✳✸ ❋❛st❡r ❘✲❈◆◆

❋❛st❡r ❘✲❈◆◆ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❜r✐♥❣s t♦❣❡t❤❡r t✇♦ ♠❛✐♥ ♠♦❞✉❧❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡✱ ♥♦t❡❞ ❛s ❘❡❣✐♦♥❛❧

Pr♦♣♦s❛❧ ◆❡t✇♦r❦ ✭❘P◆✮✱ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❞❡❡♣ ❢✉❧❧②✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♥❡t✇♦r❦ t❤❛t ♣r♦♣♦s❡s ❘♦■s ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s

s❝❛❧❡s ❛♥❞ ❛s♣❡❝t r❛t✐♦s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✱ ❦♥♦✇♥ ❛s ❋❛st ❘✲❈◆◆✱ ✇✐t❤ ❛ ❉◆◆ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ ✉s❡❞ ❛s

❝❧❛ss✐✜❡r ❛♥❞ ❜♦① r❡❣r❡ss♦r ❢♦r t❤❡ r❡❣✐♦♥❛❧ ♣r♦♣♦s❛❧s✳ ❇♦t❤ ✇❡r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ ❋❛st❡r

❘✲❈◆◆✳ ❚♦ ♠❡r❣❡ t❤❡s❡ t✇♦ ♠♦❞✉❧❡s✱ ❛ s❤❛r✐♥❣ ♦❢ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ♠❛♣s ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳ ■♥ t❤✐s

✸✵



✇❛②✱ ❋❛st❡r ❘✲❈◆◆ ❧❡❛r♥s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ r❡❣✐♦♥❛❧ ♣r♦♣♦s❛❧s ❛♥❞ t♦ ❝❧❛ss✐❢② t❤♦s❡✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❢❡❛t✉r❡

♠❛♣s✳ ❙✉❝❤ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ♠❛❦❡s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ tr❛✐♥ ❥♦✐♥t❧② ❜♦t❤ ♥❡t✇♦r❦s ❛♥❞✱ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ r❡❞✉❝❡ t❤❡

tr❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞✳ ❋❛st❡r ❘✲❈◆◆ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥

✜❣✉r❡ ✸✳✼✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ❋❛st❡r ❘✲❈◆◆✱ ❛s ❛ ✉♥✐✜❡❞ ♥❡t✇♦r❦

❚❤❡ ♥❡t✇♦r❦ r❡❝❡✐✈❡s ❛s ✐♥♣✉t ❛♥ ✐♠❛❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣❛ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❢❡❛t✉r❡ ❡①tr❛❝t♦r✸✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥

❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ♠❛♣s✳ ❚❤❡s❡ ♠❛♣s ❛r❡ t❤❡♥ ❢❡❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❘P◆ ❛♥❞ t♦ ❋❛st ❘✲❈◆◆ ♠♦❞✉❧❡s✳ ❚❤❡

✜rst ♦♥❡ ✉s❡s t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ♠❛♣ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ r❡❣✐♦♥❛❧ ♣r♦♣♦s❛❧s ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t♦ ❝❧❛ss✐❢② ♦❜❥❡❝ts ✐♥

❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❘P◆ ♠♦❞✉❧❡✳

✸✳✸✳✶ ❘❡❣✐♦♥❛❧ Pr♦♣♦s❛❧ ◆❡t✇♦r❦

❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ ❘P◆ r❡❝❡✐✈❡s✱ ❛s ✐♥♣✉t✱ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ♠❛♣s✱ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛st

s❤❛r❡❞ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❧❛②❡r ♦❢ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ❡①tr❛❝t♦r✱ ❛♥❞ ♦✉t♣✉ts ❛ s❡t ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ❜♦① ♣r♦♣♦s❛❧s✱ ✇✐t❤

t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ s❝♦r❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✽ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ ❘P◆✱ ❛s ✐t ✇❛s ✜rst❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞

✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❛♣❡r ❬✸✾❪✳

✸❆s ♠❡♥t✐♦♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✱ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛ ❘❡s♥❡t✲✶✵✶✳

✸✶



❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ ❘P◆ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡

❚❤✐s ♣r♦❝❡ss st❛rts ❜② s❧✐❞✐♥❣ ❛ 3×3 s♣❛t✐❛❧ ✇✐♥❞♦✇ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ♠❛♣✳ ❆t ❡❛❝❤ ✇✐♥❞♦✇ ❝❡♥t❡r

❧♦❝❛t✐♦♥✱ 9 ❛♥❝❤♦rs ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❛s♣❡❝t r❛t✐♦s ❛♥❞ s❝❛❧❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ✸ s❝❛❧❡s ✇✐t❤ ❛r❡❛s ♦❢

1282✱ 2562 ❛♥❞ 5122✱ ❛♥❞ ✸ ❛s♣❡❝t r❛t✐♦s ♦❢ ✶✿✶✱ ✶✿✷ ❛♥❞ ✷✿✶✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❛❞❞r❡ss ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡

❛♥❞ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✲✐♥✈❛r✐❛♥t r❡❣✐♦♥❛❧ ♣r♦♣♦s❛❧s✳

❚❤❡♥✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ 9 ❛♥❝❤♦rs✱ ❛ ❧❛❜❡❧✱ p∗✱ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

p∗ =





1 ✐❢ IoU > 0.7
−1 ✐❢ IoU < 0.3
0 ♦t❤❡r✇✐s❡

✭✸✳✺✮

✇❤❡r❡ IoU ✐s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦✈❡r ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥❝❤♦r ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ✭●❚✮

❜♦①❡s✱ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✐♠❛❣❡✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s✿

IoU =
Anchor ∩GTBox

Anchor ∪GTBox
✭✸✳✻✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✺✮ ❧❛❜❡❧s ❡❛❝❤ ❛♥❝❤♦r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✐ts IoU ✇✐t❤ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✳ ❲❤❡♥❡✈❡r t❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s

❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✵✳✼✱ t❤❡ ❧❛❜❡❧ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❛♥❝❤♦r✳ ■♥ s♦♠❡ r❛r❡ ❝❛s❡s t❤❡

♣r❡✈✐♦✉s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♠❛② ♥♦t ❤❛♣♣❡♥ ❢♦r ❛♥② ❛♥❝❤♦r✱ s♦ ❛♥ ❡①tr❛ ♦♥❡ ✇❛s ❝r❡❛t❡❞✿ ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❛♥❝❤♦rs

✇✐t❤ IoU ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✵✳✼✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❧❛❜❡❧ ✐s ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡ ❛♥❝❤♦r ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r IoU ✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐❢

t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✵✳✸✱ t❤❡ ❧❛❜❡❧ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♦❜❥❡❝t ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❛♥❝❤♦r✳ ▲❛st❧②✱

❛♥❝❤♦rs ✇✐t❤ ✈❛❧✉❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✸ ❛♥❞ ✵✳✼ ❛r❡ ❡①❝❧✉❞❡❞✳

❆❢t❡r✇❛r❞s✱ t❤❡ 3×3 s♣❛t✐❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ✇✐♥❞♦✇ ✐s ♠❛♣♣❡❞ t♦ ❛ ❧♦✇❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢❡❛t✉r❡✹ ❛♥❞ ✐s ❢❡❞✱ ❛❧♦♥❣

✹■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s ♠❛♣♣❡❞ t♦ ❛ ✷✵✹✽✲❞ ✈❡❝t♦r ❜② ♠❡❛♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❧❛②❡r✳ ❚❤✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐s ❝♦❤❡r❡♥t
✇✐t❤ t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡ ❧❛st ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❧❛②❡r ♦❢ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ❡①tr❛❝t♦r✳

✸✷



✇✐t❤ t❤❡ ❛♥❝❤♦rs ❛♥❞ t❤❡✐r ❧❛❜❡❧s✱ p∗✱ t♦ ❛ ❢✉❧❧②✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❧❛②❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t✇♦ s✐❜❧✐♥❣ ♦✉t♣✉t ❧❛②❡rs✿ ❛

❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦① r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❧❛②❡r✺✳ ❚❤❡ ✜rst ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s

♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣✲❜♦① ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❢♦r ♦✉t♣✉tt✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜♦① ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛♥

♦❜❥❡❝t ❛♥❞ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❜❡❢♦r❡ ❢❡❡❞✐♥❣ t❤✐s ❛♥❝❤♦r ♣r♦♣♦s❛❧s t♦ t❤❡ ❋❛st ❘✲❈◆◆ ♠♦❞✉❧❡✱ s♦♠❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳

❆ ◆▼❙ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ r❡❞✉♥❞❛♥❝②✳ ❲❤❡♥❡✈❡r t✇♦ ♦r ♠♦r❡ ❛♥❝❤♦rs ❤❛✈❡ ❛♥ IoU ❡q✉❛❧ ♦r ❤✐❣❤❡r

t❤❛♥ 0.7✱ t❤❡ ◆▼❙ ❡①❝❧✉❞❡s t❤❡ ❛♥❝❤♦rs ✇✐t❤ ❧♦✇❡r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s❝♦r❡✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❛♠♦✉♥t

♦❢ ♣r♦♣♦s❛❧s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❘P◆✱ ✇❤✐❧❡ ♥♦t ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✜♥❛❧ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ▲❛st❧②✱ ❞✉r✐♥❣ t❤❡

tr❛✐♥✐♥❣ ♣❤❛s❡ t❤❡ ❝r♦ss✲❜♦✉♥❞❛r② ❛♥❝❤♦rs ❛r❡ ✐❣♥♦r❡❞✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❝❧❛✐♠❡❞ t❤♦s❡ ✇♦✉❧❞ ❥❡♦♣❛r❞✐③❡

t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❞✉r✐♥❣ t❡st✐♥❣✱ ❝r♦ss✲❜♦✉♥❞❛r② ❛♥❝❤♦rs ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞✱ ②❡t

❝❧✐♣♣❡❞ t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳

✸✳✸✳✷ ❋❛st ❘✲❈◆◆

❋❛st ❘✲❈◆◆ ✇❛s ❝r❡❛t❡❞ ❛s ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ❘✲❈◆◆ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❬✶✺❪✳ ❲❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t♦ ✐ts

❜❛s❡❧✐♥❡✱ ❋❛st ❘✲❈◆◆ ♥♦t ♦♥❧② s❤♦✇❡❞ ❣❛✐♥s ✐♥ tr❛✐♥✐♥❣ ❛♥❞ t❡st✐♥❣ s♣❡❡❞✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✐♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝②✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♠✉❧t✐✲t❛s❦ ❧♦ss✱ ♠❛❦✐♥❣ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ tr❛✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ st❛❣❡✳ ❋✐❣✉r❡

✸✳✾ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❋❛st ❘✲❈◆◆ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✿ ❋❛st ❘✲❈◆◆ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡

❚❤❡ ♥❡t✇♦r❦ r❡❝❡✐✈❡s ❛s ✐♥♣✉t ❢❡❛t✉r❡ ♠❛♣s✱ r❡s✉❧t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ❡①tr❛❝t♦r✱ ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ❘♦■s✱

♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡t❤♦❞✱ ❛♥❞ ♦✉t♣✉ts ❛ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦① ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♦❜❥❡❝t ❝❧❛ss✐✜✲

❝❛t✐♦♥✳

❋❛st ❘✲❈◆◆ st❛rts ❜② ♠❛♣♣✐♥❣ ❡❛❝❤ ❘♦■ t♦ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ♠❛♣ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ r❡❞✉❝✐♥❣ ✐ts s✐③❡ t♦ ❛ w × h

✇✐♥❞♦✇✳ ❚❤❡♥✱ t❤✐s ✇✐♥❞♦✇ ✐s ✉s❡❞ ❜② ❛ ❘♦■ ♣♦♦❧✐♥❣ ❧❛②❡r t♦ ❡①tr❛❝t ❛ ✜①❡❞✲❧❡♥❣t❤ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦r✳ ❚♦

❞♦ s♦✱ t❤❡ ❘♦■ ♣♦♦❧✐♥❣ ❧❛②❡r st❛rts ❜② ❞✐✈✐❞✐♥❣ ❡❛❝❤ w × h ✇✐♥❞♦✇ ✐♥t♦ ❛ 7 × 7 ❝❡❧❧ ❣r✐❞✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱

✺❘❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❧❛②❡rs ✇❡r❡ ♥♦t ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❝♦♠♠♦♥ t♦ ❡✈❡r② ❈◆◆✳

✸✸



♠❛① ♣♦♦❧✐♥❣ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✈❛❧✉❡ ✐♥s✐❞❡ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡♥ ♠❛♣♣❡❞ t♦ ❛

❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦r✳ ▲❛st❧②✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ❘♦■ ♣♦♦❧✐♥❣ ❧❛②❡r ✐s ❢❡❞ t♦ ❛ ❢✉❧❧②✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❧❛②❡r✱ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡

♦♥❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❘P◆ ♠♦❞✉❧❡✳ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✱ t✇♦ s✐❜❧✐♥❣ ♦✉t♣✉t ❧❛②❡rs ❛r❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡

❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦① ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛♥❞ t♦ ❝❧❛ss✐❢② ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤♦s❡✳

✸✳✸✳✸ ❆❝t✐✈❛t✐♦♥ ❋✉♥❝t✐♦♥s

❆s ❛❧r❡❛❞② r❡❢❡rr❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✱ ♥❡✉r♦♥s ♦✉t♣✉t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❛♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥

❤❛s t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ✇❤❡♥ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡①

t❛s❦s✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ❞✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡✳ ❚❤✐s ❤❛♣♣❡♥s ❜❡❝❛✉s❡

♠❛♥② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s❡ ❛ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t ✇✐t❤ ❜❛❝❦♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❡ ❡rr♦r ✇✐❧❧ ❜❡

♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ❜② ♠❛♣♣✐♥❣ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ♦❢ ❡❛❝❤ ♥❡✉r♦♥✱ ❤❡♥❝❡ ✐ts ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡✳

■♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✱ ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦t❛t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ❛♥❞

♦✉t♣✉t ✉♥✐ts✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❝❛s❡s ✇✐❧❧ ❞✐✛❡r✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ✸ ✈❛r✐❡t✐❡s ♦❢ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✿

♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐ts✱ ❛♥♦t❤❡r ❢♦r t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✉♥✐ts✱ ❛♥❞ ②❡t ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡ ❢♦r r❡❣r❡ss✐♦♥ ✉♥✐ts✳

❍✐❞❞❡♥ ▲❛②❡r

❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ ✉♥✐ts ❢r♦♠ ❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡r ✐s t❤❡ ❘❡▲❯✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ✭s❡❡

✜❣✳ ✸✳✶✵❛✮✿

f(x) = max(0, x) =

{
x ✐❢ x ≥ 0
0 ♦t❤❡r✇✐s❡

✭✸✳✼✮

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✿ ❍✐❞❞❡♥ ✉♥✐ts ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✿ ✭❛✮ ✲ ❘❡▲❯ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✭❜✮ ✲ ❉❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ❘❡▲❯ ❢✉♥❝t✐♦♥

❖♥❡ ♠❛② ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ ✭✸✳✼✮✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤✐s

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❜r✐♥❣s ❛ ❞♦✇♥s✐❞❡✱ ❛s ✐t ❝❛♥ ❜r✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✉r♦♥ t♦ ③❡r♦ ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ st❛❣♥❛t✐♥❣

✐♥ t❤❛t ♣♦✐♥t✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❡ ♥❡✉r♦♥ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞ ❛♥②♠♦r❡ ❛♥❞ s♦ ✐t ❞✐❡s✳

◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞✱ ❛s ✐t ✐s ❧❡ss ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❤❡❛✈② ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t♦

♦t❤❡rs✱ ✇❤✐❧❡ ❛❧s♦ s❤♦✇✐♥❣ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♠♦❞❡❧✳
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❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ▲❛②❡r

❲❤❡♥ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❧❛②❡rs ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡

r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ■t ❝❛♥ ❤❛✈❡ ♠❛♥② s❝♦r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s✱

❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ t❛s❦✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❛ s♦❢t♠❛① ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❛s ✉s❡❞✳

❙♦❢t♠❛① ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❡❛❝❤ ❝❧❛ss✳ ■t ✐s

❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥✿

pk = σ(y)k =
eyk

∑n
i e

yi
, k = 1, 2, ..., n ✭✸✳✽✮

✇❤❡r❡ k ✐s t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❧❛ss✱ n t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s✱ y t❤❡ ❧♦❣✐ts ✈❡❝t♦r ❛♥❞ p t❤❡ ✈❡❝t♦r

✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❡❛❝❤ ❝❧❛ss✱ pk✱ ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ s❝♦r❡✳ ❍❛✈✐♥❣ t❤✐s ❧❛st ✈❡❝t♦r✱ t❤❡

❞❡s✐r❡❞ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡r✱ ŷ✱ ✐s t❤❡ ❝❧❛ss ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✿

ŷ = argmax(p) ✭✸✳✾✮

❇♦① ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ▲❛②❡r

❇♦① r❡❣r❡ss✐♦♥ ❧❛②❡r ✐s ♦♥❡ ♦❢ ♠❛♥② r❡❣r❡ss✐♦♥s ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ✉s❡ ♦♥ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦① ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s

❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡❝❡✐✈❡s t❤r❡❡ ✐♥♣✉t ✈❡❝t♦rs ❢♦r ❡❛❝❤ ❛♥❝❤♦r✿ A,G ❛♥❞ d✳ ❚❤❡ ✜rst ✈❡❝t♦r ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡

❝❡♥t❡r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ t❤❡ ✇✐❞t❤ ❛♥❞ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❝❤♦rs✱ A = (Ax, Ay, Aw, Ah)✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞

♦♥❡✱ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡✱ ❜✉t r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❜♦①✱ G = (Gx, Gy, Gw, Gh)✱ ❛♥❞ t❤❡

t❤✐r❞ ♦♥❡ ✐s ❛ ✈❡❝t♦r✱ d = (dx, dy, dw, dh)✱ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❧♦❣✐ts✱ ♠❡❛♥✐♥❣ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛st ❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡r✱ g(x)✳ ❆♥❛❧♦❣♦✉s❧② t♦ ✭✸✳✸✮✱ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s✿

d(x) = WT · g(x) + b ✭✸✳✶✵✮

❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❜♦①✱ P ✱ ❛ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❛s ✉s❡❞✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞

✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✿

Px = Aw dx +Ax

Py = Ah dy +Ay

Pw = Aw edw

Ph = Ah edh

✭✸✳✶✶✮

❚❤❡ ✜rst t✇♦ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛❞❞r❡ss s❝❛❧❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t tr❛♥s❧❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ t✇♦ t❛❝❦❧❡ ❧♦❣✲

s♣❛❝❡ s✐③❡ ❝❤❛♥❣❡s✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥✱ d✱ ✐s t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ t❛r❣❡t t♦ ❧❡❛r♥✳ ❚❤✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✉❡ t♦ ✐ts

✈❡❝t♦r ♦❢ ❧❡❛r♥❛❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ W ✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥✐♥❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❛t✐♦ ❛♥❞

s❝❛❧❡ ❛♥❝❤♦rs✱ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♥✐♥❡ r❡❣r❡ss♦rs✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ r❡❣r❡ss♦rs ❞♦ ♥♦t s❤❛r❡ ✇❡✐❣❤ts ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ✐s

❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❛s♣❡❝t r❛t✐♦ ❛♥❞ s❝❛❧❡✳
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✸✳✸✳✹ ❋❡❛t✉r❡ ❡①tr❛❝t♦r

❲❤❡♥ ❋❛st❡r ❘✲❈◆◆ ✇❛s ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ❡①tr❛❝t♦r ❤❛❞ ❡✐t❤❡r ❛ ❩❡✐❧❡r ❛♥❞ ❋❡r❣✉s ✭❩❋✮

❬✺✼❪ ♦r ❙✐♠♦♥②❛♥ ❛♥❞ ❩✐ss❡r♠❛♥ ✭❱●●✲✶✻✮ ❬✹✹❪ ♥❡t✇♦r❦ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳ ❩❋ ❛♥❞ ❱●●✲✶✻ ✇❡r❡ ♣✐❝❦❡❞

❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡② ❤❛✈❡ ✺ ❛♥❞ ✶✸ s❤❛r❡❛❜❧❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❧❛②❡rs✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤♦s❡ s❤❛r❡❛❜❧❡ ❧❛②❡rs ❛r❡

❤❛♥❞② t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ s❤❛r✐♥❣ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ♠❛♣s ❛❝r♦ss ❘P◆ ❛♥❞ ❋❛st ❘✲❈◆◆✳

❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♥❡t✇♦r❦s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦✈✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ ②❡❛rs t❤❛t ❞❡♣t❤ ✐s ❛ ❝r✉❝✐❛❧ ❢❛❝t♦r ♦❢ t❤❡ ♣❡r✲

❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❧❛②❡rs ❝♦✉❧❞ ♠❡❛♥ ❛♥ ❛❝❝✉r❛❝② ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s♦♠❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ s✉❝❤ ❛s✱

✈❛♥✐s❤✐♥❣✴❡①♣❧♦❞✐♥❣ ❣r❛❞✐❡♥ts ❝♦✉❧❞ ❥❡♦♣❛r❞✐③❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✱ ❛s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❬✷❪ ❛♥❞

❬✶✻❪✳ ❆❢t❡r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✇✐t❤ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❛②❡rs✱

❛♥♦t❤❡r ♣r♦❜❧❡♠ r❛✐s❡❞✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❞❡♣t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✱ ❛❝❝✉r❛❝② ✇♦✉❧❞ s❛t✉r❛t❡ ❛♥❞ ❞❡❣r❛❞❡ q✉✐❝❦❧②✱ ❛❝✲

❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✷✵❪ ❛♥❞ ❬✹✺❪✳ ❆ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✷✶❪✱ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ r❡s✐❞✉❛❧

♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❘❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❞❡❡♣❡r ♥❡t✇♦r❦s ❝♦✉❧❞ ❜❡ tr❛✐♥❡❞✱ ✉s✐♥❣ r❡s✐❞✉❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣✱ ❛♥❞

✇♦✉❧❞ ❛❝❤✐❡✈❡ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ✇❛s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡

❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t ❜② ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ❛ r❡s✐❞✉❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛♥ ✉♥r❡❢❡r❡♥❝❡❞ ♠❛♣♣✐♥❣✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ s♦♠❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts✳

❇❡✐♥❣ x t❤❡ ✐♥♣✉t ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ❧❛②❡rs ❛♥❞ ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛s H(x)✱ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧

♠❛♣♣✐♥❣ t♦ ✜t✱ F (x)✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

F (x) = H(x)− x ✭✸✳✶✷✮

❆rr❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡❝♦♠❡s✿

H(x) = F (x) + x ✭✸✳✶✸✮

❚♦ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t✱ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✶ s❤♦✇s ❛ r❡s✐❞✉❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ s❝❤❡♠❡✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

♦❢ ✭✸✳✶✸✮ ✐s ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ✇✐t❤ s❤♦rt❝✉t ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s✱ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ t♦ ♦✉t♣✉t ✐❞❡♥t✐t② ♠❛♣♣✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s

❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ st❛❝❦❡❞ ❧❛②❡rs✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡s❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢

♣❛r❛♠❡t❡rs ♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ tr❛✐♥❡❞ ❡♥❞✲t♦✲❡♥❞✱ ✇✐t❤♦✉t ❢✉rt❤❡r

♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✱ ❜② ❙●❉ ✇✐t❤ ❜❛❝❦♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥s ✸✳✸✳✺✳

✸✻



❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✿ ❘❡s✐❞✉❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ s❝❤❡♠❡

❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❡❛t✉r❡ ✐s t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❘❡▲❯ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r

♥❡t✇♦r❦✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✸✳

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✱ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❢❡❛t✉r❡ ❡①tr❛❝t♦r ✇❛s ❘❡s◆❡t✲✶✵✶✱ ✇❤✐❝❤ r❡❢❡rs t♦ ❛ r❡s✐❞✉❛❧

♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ ✶✵✶ ❧❛②❡rs✳ ❉❡s♣✐t❡ ✐ts ❞❡♣t❤✱ t❤✐s ♥❡t✇♦r❦ ❤❛s ♦♥❧② ✼✳✻ ❣✐❣❛ ❋▲❖P❙ ✻✱ ✇❤✐❧❡ ❛ ♣❧❛✐♥

✶✻ ❧❛②❡rs ♥❡t✇♦r❦✱ s✉❝❤ ❛s✱ ❱●●✲✶✻ ❤❛s ✶✺✳✸ ❣✐❣❛ ❋▲❖P❙✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ ❘❡s◆❡t✲✶✵✶✱ ❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❛♣❡r ❬✷✶❪✳ ■t ✐s

✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ✇❤❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❋❛st❡r ❘✲❈◆◆✱ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛s t❤❡ ❧❛st t❤r❡❡

❧❛②❡rs✳ ❇❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ❛ ❢❡❛t✉r❡ ❡①tr❛❝t♦r✱ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♦✉t♣✉t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ♠❛♣s t❤❛t r❡s✉❧t

❢r♦♠ t❤❡ ❧❛st ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❧❛②❡r✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳

■❞❡♥t✐t② s❤♦rt❝✉t ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ ❡✈❡r② ❜❧♦❝❦ ♦❢ ✸ st❛❝❦❡❞ ❧❛②❡rs✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❜❧♦❝❦s ❤❛s

❛ ❜♦tt❧❡♥❡❝❦ ❞❡s✐❣♥✳ ❚❤❡ ✜rst ❛♥❞ t❤✐r❞ ❧❛②❡rs ❛r❡ 1×1 ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥s✱ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣

❛♥❞ r❡st♦r✐♥❣ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❚❤❡ 3 × 3 ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❧❛②❡r ✇♦r❦s ❛s ❜♦tt❧❡♥❡❝❦ ✇✐t❤ s♠❛❧❧❡r ✐♥♣✉t✴♦✉t♣✉t

❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ✜rst❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ✐♥❝❡♣t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❡s ♦❢ ●♦♦❣❧❡◆❡t ❬✹✽❪ ❛♥❞ ✐ts ♠❛✐♥

❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐s t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥✲❜♦tt❧❡♥❡❝❦ ❜❧♦❝❦✳

✻❋❧♦❛t✐♥❣✲♣♦✐♥t ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♣❡r s❡❝♦♥❞ ✭❋▲❖P❙✮ ✐s ❛ ♣r♦❝❡ss♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✉♥✐t✳ ■♥ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✱ ❋▲❖P❙ ❛r❡ ✉s❡❞
t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✢♦❛t✐♥❣✲♣♦✐♥t ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❜❡ ❤❛♥❞❧❡ ♣❡r s❡❝♦♥❞✱ ✐✳❡✳✱ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢
❋▲❖P❙ ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ ❛ ♣r♦❝❡ss♦r ✇✐t❤✱ ❛t ❧❡❛st✱ t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❋▲❖P❙✳

✸✼



❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✿ ❘❡s♥❡t✲✶✵✶ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡

✸✽



✸✳✸✳✺ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❦❡② ♣r♦❝❡ss ✇❤❡♥ tr❛✐♥✐♥❣ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❙✉❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ♠✐♥✲

✐♠✐③✐♥❣ ♦r ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❧❡❛r♥❛❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛♥❞ tr❛♥s❧❛t❡s

t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❡rr♦r✳

■♥ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✱ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❧❡❛r♥❛❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❛r❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❛♥❞ ❜✐❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❣r❛❞✐❡♥t✲

❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❆s t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥ ❛ ❝❛✉s❡✲❡✛❡❝t ❢❛s❤✐♦♥✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❝♦♥❥✉❣❛t❡❞

✇✐t❤ ❜❛❝❦♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳

❆s ♥❡t✇♦r❦s ❣♦t ❞❡❡♣❡r ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❛s❡ts ❧❛r❣❡r✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞❡♠❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡❞✳ ❚❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥

♦❢ ♠✐♥✐✲❜❛t❝❤❡s ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞❡♠❛♥❞✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ❢❡❡❞✐♥❣ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤

t❤❡ ❢✉❧❧ ❞❛t❛s❡t✱ s♠❛❧❧ ❜❛t❝❤❡s ♦❢ t❤♦s❡ ❛r❡ ❢❡❞✱ ✐✳❡✱ ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❛ ♠✐♥✐✲❜❛t❝❤ ✐s ❢❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦

❛♥❞ ✉s❡❞ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❛♥❞ ❜✐❛s✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ♦♥❧② ✉♣❞❛t✐♥❣ ❛❢t❡r ♣❛ss✐♥❣ t❤❡ ❢✉❧❧ ❞❛t❛s❡t✳ ❚❤✐s

str❛t❡❣② ❛❝❤✐❡✈❡s ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡❞ ❛♥❞ ❛ ❜♦♦st ✐♥ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡✳

●r❛❞✐❡♥t ❉❡s❝❡♥t

●r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t ✐s ❛ ❧❡❛r♥✐♥❣ r✉❧❡ ✉s❡❞ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜② ✉♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ♣❛r❛♠✲

❡t❡rs ✐♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦ss ❣r❛❞✐❡♥t✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ t❛❦❡ st❡♣s t♦✇❛r❞s t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❞♦✇♥❤✐❧❧ s✉r❢❛❝❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✉♥t✐❧ ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐s r❡❛❝❤❡❞✳ ❆s ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s

❛r❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ❛ ♥♦♥✲❝♦♥✈❡① ♣r♦❜❧❡♠✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡

t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠❛✳

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✹✮ r❡♣r❡s❡♥ts t❤✐s ❧❡❛r♥✐♥❣ r✉❧❡✳

θt+1 = θt − η
∂L

∂θt
✭✸✳✶✹✮

❚❤❡ ✉♣❞❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ θt+1✱ ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡✱ θt✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦♥ t❤❡

❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❛t ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ∂L
∂θt

✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ r❛t❡✱ η✱ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡

❢♦r ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ st❡♣ t❛❦❡♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❦♥♦✇♥ ❡✐t❤❡r ❛s ✈❛♥✐❧❧❛ ♦r ❛s ❜❛t❝❤ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡

❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡♥t✐r❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛s❡t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ❛❧r❡❛❞② r❡❢❡rr❡❞

✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ✉s❛❣❡ ♦❢ ♠✐♥✐✲❜❛t❝❤❡s ✐s ✇♦rt❤ ✐t✱ ❛♥❞ ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❋❛st❡r ❘✲❈◆◆✳ ■♥ t❤✐s

✇♦r❦ ❡❛❝❤ ♠✐♥✐✲❜❛t❝❤ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥s ❘♦■s ✇✐t❤✐♥✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧ s❡♥s❡✱

t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✐♠❛❣❡ ✐s ❢❡❞ ✐♥t♦ ❋❛st❡r ❘✲❈◆◆✱ ❜✉t ♦♥❧② t❤❡ ♠✐♥✐✲❜❛t❝❤ ♦❢ ❘♦■s ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❧♦ss

❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♣♣❧② ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t ✇✐t❤ ❜❛❝❦♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳

✸✾



❆♥♦t❤❡r ❣♦♦❞ ♣r❛❝t✐❝❡ ✐♥ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t ✐s t❤❡ ✉s❛❣❡ ♦❢ ♠♦♠❡♥t✉♠✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♦✈❡r❝♦♠❡s t❤❡

♣r♦❜❧❡♠ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❬✹✻❪✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ s✉r❢❛❝❡ ❝✉r✈❡s ✇✐t❤ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡❡♣❡st t❤❛♥

t❤❡ ♦t❤❡rs✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❜♦♦sts t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♣❡❡❞✱ ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s

♥❡❡❞❡❞ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛✳

❆♥❛❧♦❣♦✉s❧② t♦ ❛ ❜❛❧❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♥❣ ♠♦♠❡♥t✉♠ ✇❤❡♥ r♦❧❧✐♥❣ ❞♦✇♥ ❛ ❤✐❧❧✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉♣❞❛t❡

❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❛ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛❝❝✉♠✉❧❛t♦r✱ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r st♦r✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❣r❛❞✐❡♥ts

❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✐❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛s t❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t♦r✱ t❤❡ ✉♣✲

❞❛t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐t ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ❆❞❞✐♥❣ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛❝❝✉♠✉❧❛t♦r✱

v✱ ❝❤❛♥❣❡s ✭✸✳✶✹✮ ✐♥t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦✿

vt+1 = vtα− η
∂L

∂θt
✭✸✳✶✺✮

θt+1 = θt + vt+1 ✭✸✳✶✻✮

✇❤❡r❡ α ✐s t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ t❡r♠ ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡s ❤♦✇ ♠✉❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♠♦♠❡♥t✉♠✱ vt ✇✐❧❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡

✐♥ t❤❡ ♥❡✇ ♦♥❡✱ vt+1✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛ ✜♥❛❧ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ✐♥ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ r✉❧❡ ❜② ❛❞❞✐♥❣ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞

❛✈♦✐❞s ♦✈❡r✜tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❜② ♣❡♥❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ♠❛❞❡ ✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s✳ ❚♦

❝♦♠♣✉t❡ t❤✐s ♣❡♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡✱ ❛ ✇❡✐❣❤t ❞❡❝❛②✱ λ✱ ✐s ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡r✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥

t❤❡ ❛♠♦✉♥t t♦ ❜❡ ❞❡❝r❡❛s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ r✉❧❡✳ ❇r✐♥❣✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r t❤✐s ❝♦♥❝❡♣t ✇✐t❤ ✭✸✳✶✺✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡

t❤❡ ✜♥❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ r✉❧❡✿

vt+1 = vtα− η
∂L

∂θt
− ληθt ✭✸✳✶✼✮

❍❛✈✐♥❣ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ r✉❧❡✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs✱

s✉❝❤ ❛s✱ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ r❛t❡✱ ❜❛t❝❤ s✐③❡ ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t✉♠✳

▲♦ss ❋✉♥❝t✐♦♥

❚❤❡ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡rr♦r ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞

tr✉t❤✱ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❧❡❛r♥❛❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞♦❡s s♦✱ ✐♥❞✐r❡❝t❧②✳

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❞✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❡①✐st✐♥❣ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❝❤♦♦s✐♥❣ ♦♥❡ t♦ ✜t ❛ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛♥ ✐♠✲

♣♦rt❛♥t st❡♣✳ ❯s✉❛❧❧②✱ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢❛❧❧ ✐♥t♦ t✇♦ ♠❛✐♥ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❧♦ss✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❋❛st❡r ❘✲❈◆◆ ✉s❡s ❛ ♠✉❧t✐✲t❛s❦ ❧♦ss✼✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t✇♦ ❛r❡ ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ✉♥✐✜❡❞

❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❇❡❢♦r❡ ❣❡tt✐♥❣ t♦ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ✐♥♣✉ts ♦❢ ✐t✳

❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥s ✸✳✸✳✶ ❛♥❞ ✸✳✸✳✷✱ ❜♦t❤ ❘P◆ ❛♥❞ ❋❛st ❘✲❈◆◆ ♠♦❞✉❧❡s ❤❛✈❡ t✇♦ s✐❜❧✐♥❣ ♦✉t✲

♣✉t ❧❛②❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ♦✉t♣✉ts ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s t♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦✉t♣✉t

✼❚❤✐s ❧♦ss ✇❛s ✜rst❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❋❛st ❘✲❈◆◆✱ ✐♥ ❬✶✹❪

✹✵



♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱ pPk ✱ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ✭✸✳✽✮✱ ❛s✿

pPk =
eyk

∑n
i e

yi
, k = 1, 2, ..., n ✭✸✳✶✽✮

❚❤❡ ❜♦① r❡❣r❡ss✐♦♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ❜❡♥❡✜t✐♥❣ ❢r♦♠

s❝❛❧❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❧♦❣✲s♣❛❝❡ s✐③❡ ❝❤❛♥❣❡s✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✸✳ ❆rr❛♥❣✐♥❣ t❤❡

tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t ✐♥ ✭✸✳✶✶✮ t♦ ✐s♦❧❛t❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ t❛r❣❡ts✱ ♦♥❡

♦❜t❛✐♥❡s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❉❡♥♦t✐♥❣ tP ❛♥❞ tG ❛s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢

t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜♦①✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✿

tPx = Px−Ax

Aw
tPy =

Py−Ay

Ah

tPw = log ( Pw

Aw
) tPh = log ( Ph

Ah
)

tGx = Gx−Ax

Aw
tGy =

Gy−Ay

Ah

tGw = log (Gw

Aw
) tGh = log (Gh

Ah
)

✭✸✳✶✾✮

❍❛✈✐♥❣ t❤❡ ✐♥♣✉ts✱ p ❛♥❞ t✱ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✱ t❤❡ ♠✉❧t✐✲t❛s❦ ❧♦ss✱ L(p, t)✱ ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

L(p, t) =
1

M

M∑

m

Lcls(p
P
m, pGm)

︸ ︷︷ ︸
(1)

+λ
1

R

M∑

m

pGmLreg(t
P
m, tGm)

︸ ︷︷ ︸
(2)

✭✸✳✷✵✮

▼✉❧t✐✲t❛s❦ ❧♦ss ✐s ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ❜② s✉♠♠✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❧♦ss ✭✸✳✷✵✲✶✮✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❜♦① r❡❣r❡ss✐♦♥

❧♦ss ✭ ✸✳✷✵✲✷✮✳ ❚❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥✱
∑M

m ✱ ✐♥ ❡❛❝❤ t❡r♠✱ t❛❝❦❧❡s t❤❡ ✉s❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❘♦■s ♠✐♥✐✲❜❛t❝❤❡s✳ ❚❤❡

✈❛r✐❛❜❧❡ m ✐s t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ❛♥❝❤♦r ✐♥s✐❞❡ ❛ ♠✐♥✐✲❜❛t❝❤ ♦❢ s✐③❡ M ✳ ❆❧s♦✱ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠✱ t❤❡ ❜✐♥❛r②

❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❧❛❜❡❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ♦❜❥❡❝t✱ pG✱ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ ❡①❝❧✉❞❡ t❤✐s t❡r♠ ✐♥ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛♥❝❤♦r

❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡s❡ t❡r♠s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ M ❛♥❞ R✱ ❜❡✐♥❣ R

t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✈❡r② ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥❝❤♦r ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛s♣❡❝t✲r❛t✐♦ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳ ❆t ❧❛st✱ ❛ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣

♣❛r❛♠❡t❡r✱ λ✱ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ t❡r♠ ✐♥ ✭✸✳✷✵✲✷✮✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❧♦ss ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ Lcls✱ ❛ ❧♦❣ ❧♦ss ✐s ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ❜② ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❣r♦✉♥❞

tr✉t❤ ❧❛❜❡❧✱ pG✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦♠♠♦♥ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠❛❞❡✱ pP ✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✶✮ ♣✉ts

t♦❣❡t❤❡r t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳

Lcls(p
P
m, pGm) = −

N∑

n

pGm,n log(pPm,n) ✭✸✳✷✶✮

❚❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❛❞❞r❡ss ♠✉❧t✐✲❝❧❛ss ♣r♦❜❧❡♠s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❝❛s❡✱ ❜② ❝♦✈❡r✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❞❡①✱ n✱

✐♥s✐❞❡ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s✱ N ✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❧❛❜❡❧ ♥♦✇ r❡❢❡rs t♦

❛ ❝❡rt❛✐♥ ❝❧❛ss✱ ✐✳❡✱ ✐t ❣✐✈❡s t❤❡ ❜✐♥❛r② ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❧❛❜❡❧ ♦❢ ❛♥ ❛♥❝❤♦r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❝❧❛ss✳

❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❜♦① r❡❣r❡ss✐♦♥ ❧♦ss✱ Lreg✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞s✿

Lreg(t
P
m, tGm) =

∑

j∈{x,y,w,h}

smoothL1
(tPm,j − tGm,j) ✭✸✳✷✷✮

✹✶



✇❤❡r❡ smoothL1
✐s ❛ r♦❜✉st ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❛s✿

smoothL1
(x) =

{
0.5x2 ✐❢ |x| < 1
|x| − 0.5 ♦t❤❡r✇✐s❡

✭✸✳✷✸✮

■♥ ❛♥ ✉t♦♣✐❛♥ ❝❛s❡ t❤❡ ❧♦ss ✇♦✉❧❞ ❝♦♥✈❡r❣❡ q✉✐❝❦❧② ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s t♦ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠❛✱ ❜✉t

t❤✐s ✐s ✉♥❧✐❦❡❧② t♦ ❤❛♣♣❡♥✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❧♦ss ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ♠❛♥② ❢❛❝t♦rs✱ s✉❝❤ ❛s✱ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs s❡❧❡❝t✐♦♥✱

✇❡✐❣❤t ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛ ❣♦♦❞ ❡✈❛❧✉❛t♦r ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s

tr❛✐♥✐♥❣ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥✳

❇❛❝❦♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t ✉♣❞❛t❡s t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❧❡❛r♥❛❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡

♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦ss ❣r❛❞✐❡♥t✱ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ✐t✳ ❚❤❛t ✐s t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ t❡r♠ ∂L
∂θt

✐♥ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣

r✉❧❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ✭✸✳✶✼✮✳ ■♥ s✐♠♣❧❡ ✇♦r❞s✱ ✐t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥✱ L✱ t♦ s♠❛❧❧

❝❤❛♥❣❡s t♦ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ θ✳ ❨❡t✱ ❦♥♦✇✐♥❣ ❤♦✇ ♠✉❝❤ ❡❛❝❤ ✇❡✐❣❤t ❛♥❞ ❜✐❛s ✇✐❧❧ ❛✛❡❝t t❤❡ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s

♥♦t str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✱ ❛s t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥ ❛ ❝❛✉s❡✲❡✛❡❝t ❢❛s❤✐♦♥✳ ❇❛❝❦♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t t❡r♠ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❝❤❛✐♥ r✉❧❡✳

❚❤❡ ❜❛❝❦♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ✐♥ t✇♦ st❡♣s✿ ❛ ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ❛ ❜❛❝❦✇❛r❞s ✐t❡r❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ✜rst st❡♣ ❝♦♥s✐sts ♦❢ r✉♥♥✐♥❣ ❛♥ ✐♥♣✉t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ t♦ ♦❜t❛✐♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✇❛s

❛❧r❡❛❞② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✇✐t❤ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❡❛r❧✐❡r s❡❝t✐♦♥s✳ ❍❛✈✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❣r♦✉♥❞

tr✉t❤✱ t❤❡ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ❛♥❞ t❤❡♥ ✐ts ❣r❛❞✐❡♥t ✐s ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ❜❛❝❦✇❛r❞s t❤r♦✉❣❤

t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚♦ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤✐s ❝♦♥❝❡♣t✱ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ♥❡①t✳

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✸✱ ❛s ✐t r❡♣r❡s❡♥ts ❛ s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛st t✇♦ ❧❛②❡rs

♦❢ ❛ ♥❡t✇♦r❦✳ ❖♥❡ ♦❜s❡r✈❡s t❤❛t t❤❡ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥✱ L✱ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ♠❛♥② ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥ ❛

❝❛✉s❡✲❡✛❡❝t ❢❛s❤✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸✿ ❇❧♦❝❦ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❛ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❧❛st ❧❛②❡rs

❚❤❡ ✐♥❞❡① l r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❧❛st ❧❛②❡r ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ l − 1 t♦ t❤❡ ♣r❡❝❡❞❡♥t ❧❛②❡r✳ ❆❧s♦✱ ♥❡✉r♦♥s

✹✷



❧♦✇❡r ✐♥❞❡①✱ {k, j, j +1}✱ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✉r♦♥ ✐♥s✐❞❡ ❛ ❧❛②❡r✳ ❋♦r ♥♦✇✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧②

t❤❡ ✉♣♣❡r ❜r❛♥❝❤✱ ✇✐t❤ ♥❡✉r♦♥s al−1
k ❛♥❞ alj ✱ ❛♥❞ ♥❡❣❧❡❝t t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧♦✇ ✐♥❞❡①✳

❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ t❤❡ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✱ y✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥

❢r♦♠ t❤❡ ♥❡✉r♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛st ❧❛②❡r✱ al✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤✐s ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✇❡✐❣❤t✱ wl✱ ♦♥ t❤❡

❜✐❛s✱ bl✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✉r♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧❛②❡r✱ al−1✳ ❘❡❝❛❧❧✐♥❣ ✭✸✳✹✮✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

✐s ❦♥♦✇♥✿

zl = wlal−1 + bl ✭✸✳✷✹✮

al = σ(zl) ✭✸✳✷✺✮

❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❛✛❡❝ts t❤❡ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ t❡r♠ ∂L
∂wL ♠✉st ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❚❤✐s ✐s

❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛✐♥ r✉❧❡ ❛s✿

∂L

∂wl
=

∂L

∂al
∂al

∂zl
∂zl

∂wl
=

∂L

∂al
σ′(zl) al−1 ✭✸✳✷✻✮

❚❤❡ t❡r♠ ∂L
∂al r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ♥❡✉r♦♥ aL t♦ t❤❡ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤✐s t❤❡r♠

✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❧❛②❡r ♥❡✉r♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ t❤❡ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s

❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t✇♦ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ❧♦ss ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t✇♦ t❤❡r♠s✱ ∂Lcls

∂wl

❛♥❞
∂Lreg

∂wl ✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② r❡❛s♦♥s✱ t❤❡s❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❇✱ ❛s t❤❡② ❛r❡ ✐rr❡❧❡✈❛♥t

t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❜❛❝❦♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡♣t✳ ❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✉r♦♥✱ al−1✱ ❛ s✐♠✐❧❛r

❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✷✻ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ✉s✐♥❣ ❝❤❛✐♥ r✉❧❡✿

∂L

∂al−1
=

nl−1∑

j=0

∂L

∂al
∂al

∂zl
∂zl

∂al−1
=

∂L

∂al
σ′(zl) wl ✭✸✳✷✼✮

❚❤❡ s✉♠ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ t♦ ❝♦✈❡r t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♥❡✉r♦♥ al−1 ✇✐❧❧ ❛✛❡❝t t❤❡ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜♦t❤

t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♥❡✉r♦♥ alj ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♥❡✉r♦♥ alj+1✱ ✐✳❡✳✱ ❛❧❧ t❤❡ ♥❡✉r♦♥s ❢r♦♠ ❧❛②❡r l ✇✐❧❧ ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞

❜② ♥❡✉r♦♥s ❢r♦♠ ♣r❡✈✐♦✉s ❧❛②❡r✱ l − 1✳

❊q✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✷✻✮ ❛♥❞ ✭✸✳✷✼✮ ❛r❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡

❘♦■ ♣♦♦❧✐♥❣ ❧❛②❡r✳ ■♥ t❤❛t ❧❛②❡r✱ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥♣✉t ✈❛❧✉❡✱ xi✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

∂L

∂xi

[i = i∗(r, j)] =
∑

r

∑

j

∂L

∂yr,j
✭✸✳✷✽✮

❜❡✐♥❣ yr,j ✱ t❤❡ jth ♦✉t♣✉t ❢r♦♠ t❤❡ ❘♦■ ♣♦♦❧✐♥❣ ❧❛②❡r t❤❛t r❡❢❡rs t♦ t❤❡ rth ❘♦■ ❢r♦♠ ❛ ♠✐♥✐✲❜❛t❝❤✳ ❚❤❡

t❡r♠ i = i∗(r, j) r❡❞✉❝❡s t♦ ③❡r♦ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ✐♥♣✉ts t❤❛t ✇❡r❡ ♥♦t ❛❝t✐✈❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛① ♣♦♦❧✐♥❣ ❧❛②❡r✱

♠❡❛♥✐♥❣ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✇✐❧❧ ♦♥❧② ❜❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥♣✉t ✈❛❧✉❡s✱ xi∗ ✳

❚❤✐s ✜♥✐s❤❡s t❤❡ ❜❛❝❦♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡♣t✱ ❛s ✭✸✳✷✻✮✱ ✭✸✳✷✼✮ ❛♥❞ ✭✸✳✷✽✮ ❝♦✈❡r t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦♦❧s t♦

✐♠♣❧❡♠❡♥t s✉❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✹✸



✸✳✸✳✻ ◆♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥

❲❤✐❧❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❤❛s ♠❛♥② ♣✉r♣♦s❡s✱ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥ ✐s t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛

❢❛st❡r ❛♥❞ ♠♦r❡ st❛❜❧❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❛st ❝❤❛♣t❡r✱ s♦♠❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❛❧r❡❛❞② ❡①♣♦s❡❞✳

❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❧❛②❡r ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ s♦❢t♠❛① ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✐s

♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦① s✐③❡✱ ❛s ✐♥ ✭✸✳✶✾✮✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❧♦ss❡s ❛r❡ ♥♦r✲

♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♠✐♥✐✲❜❛t❝❤ s✐③❡ ❛♥❞ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥❝❤♦rs ♣♦s✐t✐♦♥s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱

t❤❡ ❘❡s◆❡t✲✶✵✶ ✉s❡s ❜❛t❝❤ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❛s ✐♥ ❬✷✹❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛❧❧ ❣r❛❞✐❡♥ts ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② ❛ ❣❧♦❜❛❧

❣r❛❞✐❡♥t ♥♦r♠✱ ✇❤✐❝❤ ❣❛t❤❡rs ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛❧❧ ❣r❛❞✐❡♥ts✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤✐s ❣❧♦❜❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t ✐s ❝❧✐♣♣❡❞

❜② ❛ ♠❛①✐♠✉♠ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡✱ ✐✳❡✳✱ ✐❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t ❡①❝❡❡❞s t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞✱ ✐ts ✈❛❧✉❡ ✐s ❞❡❝r❡❛s❡❞ t♦

t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞✳

✹✹



❈❤❛♣t❡r ✹

❉❛t❛s❡t ❛♥❞ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ▼❡tr✐❝s

✹✳✶ ❉❛t❛s❡t

❚❤❡ ❞❛t❛s❡t ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ❡st❛❜❧✐s❤ ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✺✱ ❤♦✇❡✈❡r ❢♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♣✉r♣♦s❡s

s♦♠❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛❞❡ ✜rst✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛♥♥♦✉♥❝❡♠❡♥t ♦❢ ❡①✐st✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ■♥ t❤✐s ♠❛♥♥❡r✱

t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❝♦✈❡rs t❤❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ❢♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡st❛❜❧✐s❤❡s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

♠❡tr✐❝ ✉s❡❞ ❧❛t❡r ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ❞❛t❛s❡t ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ❛ s✐③❡ ♦❢ 5120× 3415

♣✐①❡❧s✳ ❋✐rst❧②✱ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ✇❛s s♣❧✐t ✐♥t♦ t❤r❡❡ s✉❜s❡ts✿ tr❛✐♥✭✻✺✪✮✱ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✭✶✺✪✮ ❛♥❞ t❡st✭✷✵✪✮✳

❚r❛✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❛t❛s❡ts ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ t❡st ❞❛t❛s❡t✱

❛s t❤❡ ♥❛♠❡ s✉❣❣❡st✱ ✇✐❧❧ ❜❡ ❧❡❢t ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ s♦❧✉t✐♦♥s✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❈❱❆ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ ❛ s❡t ♦❢ ✶✵ ✐♠❛❣❡s ✇❛s s❡❧❡❝t❡❞ ♣❡r ❞❛♠❛❣❡ ❢r♦♠ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣

❞❛t❛s❡t✱ ✇❤❡r❡ ❡r♦s✐♦♥ ✇❛s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞✱ s✐♥❝❡ ✐t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❜② str♦♥❣ ❢❡❛t✉r❡s✱ r❛t❤❡r✱ ♦♥❧②

❜② ✐ts s♣❛❝✐❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❜❧❛❞❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❡r♦s✐♦♥ ✇❛s ❧❛❜❡❧❡❞ ✐♥ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ ♣❡❡❧✐♥❣ ♦❝❝✉rr❡❞ ✐♥

t❤❡ ▲❊✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✇✐❧❧ str♦♥❣❧② ❛✛❡❝t t❤❡ ❧❛❜❡❧✳ ❍❛✈✐♥❣ t❤✐s s❛✐❞ ❛♥❞

❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❈❱❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❡r♦s✐♦♥ ✇❛s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛♥❞ t❡st✐♥❣

♦❢ s✉❝❤ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s✱ ❡r♦s✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❉▲❆ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛s ❛♥ ❛tt❡♠♣t

t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s t♦ ❧❡❛r♥ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♥t❡①t ✇❤❡r❡ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✳

❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❉▲❆ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ t❤❡ ❢✉❧❧ tr❛✐♥ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❛t❛s❡ts ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣

♣r♦❝❡ss ♦❢ ❋❛st❡r ❘✲❈◆◆✳ ❖♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❡ tr❛✐♥ ❞❛t❛s❡t ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡s ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱

♠❡❛♥✐♥❣ ✐t ✇✐❧❧ ❛✛❡❝t t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❖♥ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❛t❛s❡t ❡✈❛❧✉❛t❡s t❤❡ ♥❡t✇♦r❦

❞✉r✐♥❣ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣✱ ✇✐t❤♦✉t ✐♥t❡r❢❡r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✶ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❢ ❞❛♠❛❣❡s ✐♥t♦ t❤r❡❡ s✉❜s❡ts✱ tr❛✐♥✱ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❡st✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❡r❡

❛r❡ t✇♦ t❡st s❡ts✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ✐s t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦r ♥♦t ♦❢ ❡r♦s✐♦♥✳

✹✺



❉❛♠❛❣❡s ❖❝❝✉rr❡♥❝❡s
■♠❛❣❡s ❊r♦s✐♦♥ P❡❡❧✐♥❣ ❈r❛❝❦ ❋✉♥❣✐ ▲❙ ▲❘❉ ❚♦t❛❧

❚r❛✐♥✐♥❣ ✭✻✺✪✮ ✸✼✷✹ ✷✺✷✻ ✽✼✺ ✺✼✵ ✻✵✼ ✷✾✻ ✹✼✼ ✺✸✺✶
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✭✶✺✪✮ ✾✹✵ ✻✸✸ ✷✷✵ ✶✹✷ ✶✺✷ ✼✺ ✶✷✶ ✶✸✹✸
❚❡st ❈❱❆ ✭✷✵✪✮ ✻✸✸ ✲ ✷✼✶ ✶✼✽ ✶✾✵ ✽✾ ✶✹✻ ✽✼✹
❚❡st ❉▲❆ ✭✷✵✪✮ ✶✵✽✻ ✼✽✾ ✷✼✶ ✶✼✽ ✶✾✵ ✽✾ ✶✹✻ ✶✻✻✸

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ❉❛t❛s❡t ❞✐✈✐s✐♦♥ ❢♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s

✹✳✷ ❖❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡tr✐❝s

❇❡❢♦r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✐s ❝r✉❝✐❛❧ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡tr✐❝s✳ ▼❛♥② ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❝❤❛❧✲

❧❡♥❣❡s✱ s✉❝❤ ❛s✱ ❈♦♠♠♦♥ ❖❜❥❡❝ts ✐♥ ❈♦♥t❡①t ✭❈❖❈❖✮✱ P❆❙❈❆▲ ❱✐s✉❛❧ ❖❜❥❡❝t ❈❧❛ss❡s ✭❱❖❈✮ ❛♥❞

■♠❛❣❡♥❡t ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ♦♣t❡❞ t♦ ✉s❡ ♠❡❛♥ ❆✈❡r❛❣❡ Pr❡❝✐s✐♦♥ ✭♠❆P✮ ❛s ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡tr✐❝✳ ❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐t✱

♦♥❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss❡s ❛♥❞ t❤❡♥ ❛✈❡r❛❣❡s t❤♦s❡ ❛❝r♦ss ❛❧❧ ❝❧❛ss❡s✳

❚❤✐s ♠❡tr✐❝ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝ ❛❝❝✉r❛❝②✱ ❛s ✐t ❤❛s t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐t② ♦❢ ✉♥✐❢②✐♥❣ ❜♦t❤ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

❛♥❞ r❡❣r❡ss✐♦♥ t❛s❦s ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♠❡tr✐❝✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ♠❆P✱ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ❝♦♥❢✉s✐♦♥

♠❛tr✐①✱ r❡❝❛❧❧✱ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❞❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛ ♣r✐♦r✐✳ ❖♥❡ s❤♦✉❧❞ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t

t❤❡s❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss❡s✳

✹✳✷✳✶ ❈♦♥❢✉s✐♦♥ ▼❛tr✐①

❚❤✐s ♠❛tr✐① ✐s ❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢t❡♥ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ■t ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞

✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❜♦①❡s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ IoU ♦❢ t❤♦s❡✳ ▲❡ts ❝♦♥s✐❞❡r

t❤❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐① ♣r❡s❡♥t ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✳ ❲❤❡♥ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t♦rs✱ t❤❡ tr✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✭❚P✮✱

❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✭❚P✮ ❛♥❞ tr✉❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✭❚◆✮ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ■♦❯✱ ❝♦♥❝❡♣t ❛❧r❡❛❞② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥

s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦① ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ tr✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✇❤❡♥❡✈❡r ✐ts ■♦❯ ✇✐t❤

t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❜♦① ✐s ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛♥❞✱ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✱ ✐ts ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❧❛❜❡❧ ✐s

❝♦rr❡❝t✳ ■♥ s♦♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡s✱ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♠❛② ❤❛✈❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ tr✉❡

♣♦s✐t✐✈❡✱ ❜✉t ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ♦✈❡r❧❛♣ t❤❡ s❛♠❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✱ ♦♥❧② t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ■♦❯ ✐s

❧❛❜❡❧ ❛s ❚P✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❋P✳

❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛♥ ■♦❯ t❤r❡s❤♦❧❞ t❛❦❡s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛♥❛❧②s✐s✱ ②❡t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝♦rr❡❝t

✈❛❧✉❡ t♦ ✉s❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ P❆❙❈❆▲ ❱❖❈ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐t ✐s ✉s❡❞ ❛ ✵✳✺ ■♦❯✱ ✇❤✐❧❡ ❈❖❈❖ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❛✈❡r❛❣❡s

t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ r❛♥❣❡ ❬✵✳✺✿✵✳✾✺❪ ✇✐t❤ ❛ ✵✳✵✺ st❡♣✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ str✐❝t✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡

♥❡t✇♦r❦s s❤♦✉❧❞ ❧❡❛r♥ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦① ❛❞❥✉st♠❡♥t✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✐t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡

♦❢ IoU = 1
3 s✐♥❝❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦① ❛❝❝✉r❛❝② ✐s ♥♦t ❛s r❡❧❡✈❛♥t ❛s ❞❡t❡❝t✐♥❣ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐❢②✐♥❣ ❝♦rr❡❝t❧② t❤❡

❞❛♠❛❣❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ s❤♦✇s ❛❧s♦ t✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦①❡s ✇✐t❤ t❤❡ ■♦❯ ✈❛❧✉❡ ❝❤♦s❡♥✳

✹✻



❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❈♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐① ❛♥❞ t✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦①❡s ✇✐t❤ IoU = 1
3 ✳ ❚❤❡ ❝♦❧♦r❡❞ ❛r❡❛

r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ❛r❡❛s✳

✹✳✷✳✷ ❘❡❝❛❧❧ ❛♥❞ Pr❡❝✐s✐♦♥

❘❡❝❛❧❧ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ tr✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t

♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❜♦①❡s✱ ✐✳❡✱ ✐t s❤♦✇s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♣❛❝✐t② t♦ ✜♥❞ ❛❧❧ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♦❜❥❡❝ts✳ ❚♦ ❝♦♠♣✉t❡

✐t✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞s✿

Recall =
TP

TP + FN
=

TP

Total Ground Truth
✭✹✳✶✮

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥✱ ✐t ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ tr✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡s✱ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣r❡❞✐❝t❡❞

❜♦①❡s✱ ✐✳❡✱ ✐t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛❝❝✉r❛❝② t♦ ❝❧❛ss✐❢② t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜♦①❡s✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧②✱ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐s

❣✐✈❡♥ ❛s✿

Precision =
TP

TP + FP
=

TP

Total Predicted
✭✹✳✷✮

❆ ♠♦❞❡❧ ✐s tr❛✐♥❡❞ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✇❤❡♥❡✈❡r ❛ ❣♦♦❞ r❡❝❛❧❧ ❛♥❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐s ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞✱ ②❡t✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡s

❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤✱ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡tr✐❝ ♥❡❡❞s ❛ ♣r❡❝✐s✐♦♥✲r❡❝❛❧❧ ❝✉r✈❡✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤✐s ❝✉r✈❡

✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✳ ❊❛❝❤ ♣♦✐♥t ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ s❝♦r❡ t❤r❡s❤♦❧❞

❛♥❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ r❡❝❛❧❧ ❛♥❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❢♦r t❤♦s❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡s✳ ❆s r❡❢❡rr❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ tr❛❞❡✲

♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ r❡❝❛❧❧ ❛♥❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ ♦♥❡ ❞❡s✐r❡s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ r❡❝❛❧❧✱ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ s❝♦r❡

t❤r❡s❤♦❧❞ ♠✉st ❞❡❝r❡❛s❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❧♦❣✐❝ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞

✈✐✈❡✲✈❡rs❛✳ ❍❛✈✐♥❣ t❤✐s ✐♥ ♠✐♥❞✱ ✜❣✉r❡ ✹✳✷ s❤♦✇s ♦✉t❧✐❡rs ✐♥ s♦♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡❝❛❧❧

❧❡✈❡❧ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛♠♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ s❝♦r❡ t❤r❡s❤♦❧❞ s✉✛❡rs ♦♥❧② s♠❛❧❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ t❤❡s❡

♦✉t❧✐❡rs ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ t♦ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ s♠♦♦t❤❡r ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❝✉r✈❡✳

✹✼



❆t ❡❛❝❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ r❡❝❛❧❧✱ r✱ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥✱ pinterp✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣r❡❝✐s✐♦♥

✈❛❧✉❡ ❛t ❛ r❡❝❛❧❧ ✈❛❧✉❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♦♥❡✱ r̂ > r✳ ❚❤✐s ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

pinterp(r) = max(p(r̂)) ✭✹✳✸✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ■♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥✲r❡❝❛❧❧ ❝✉r✈❡

✹✳✷✳✸ ▼❡❛♥ ❆✈❡r❛❣❡ Pr❡❝✐s✐♦♥

❚❤❡ r❡❝❛❧❧✲♣r❡❝✐s✐♦♥ ❝✉r✈❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❤♦✇❡✈❡r ✐❢ ♦♥❡ ❞❡s✐r❡s t♦

❝♦♠♣❛r❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝✉r✈❡s✱ ✐t ♠❛② ❜❡ ♥♦t str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ✐♥ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝✉r✈❡s ✐♥t❡r❝❡♣t✳ ❋♦r t❤✐s

r❡❛s♦♥✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝✉r✈❡s✳

❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❛r❡❛ ❜❡❧❧♦✇ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ r❡❝❛❧❧✲♣r❡❝✐s✐♦♥ ❝✉r✈❡✳ ■♥ ❛ ✐❞❡❛❧

s❝❡♥❛r✐♦✱ ❜♦t❤ r❡❝❛❧❧ ❛♥❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥ st❛② ❝♦♥st❛♥t ❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✶✱ r❡❣❛r❞❧❡ss t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ s❝♦r❡ t❤r❡s❤♦❧❞✳

■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❛r❡❛ ❜❡❧❧♦✇ t❤❡ ❝✉r✈❡ ✐s 1× 1 = 1✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐s ✶✵✵ ✪✳ ❨❡t✱ ❜❡❝❛✉s❡

✐♥ r❡❛❧ ❝❛s❡s t❤❡ ❝✉r✈❡ ✐s ♥♦t ❛ ♣❡r❢❡❝t sq✉❛r❡✱ ❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛r❡❛ ♠✉st t❛❦❡ ♣❧❛❝❡✳

❖❜s❡r✈✐♥❣ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✱ ♦♥❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❛t t❤❡ ❛r❡❛ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r

❛r❡❛s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥✱ AP ✱ ✐s ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦✿

AP =
n−1∑

i=1

(ri+1 − ri)pinterp(ri+1), r = r1, r2, ..., rn ✭✹✳✹✮

✇❤❡r❡ n ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❝❛❧❧ ❧❡✈❡❧s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❆P ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❧❛ss✱ t❤❡ ♠❆P ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❆P

❛❝r♦ss ❛❧❧ K ❝❧❛ss❡s✿

mAP =

∑K
i=1 APi

K
✭✹✳✺✮

❖✈❡r❛❧❧✱ ♠❆P ✐s ❛ ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡✈❛❧✉❛t♦r ♠❡tr✐❝✳ ◆♦t ♦♥❧② ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐♥❝❧✉❞❡s ❜♦t❤ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞

r❡❝❛❧❧ ✐♥ ✐ts❡❧❢✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❝♦✈❡rs ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ s❝♦r❡ t❤r❡s❤♦❧❞✱ ♠❡❛♥✐♥❣ ✐t ❣✐✈❡s ❛ ❣r❡❛t

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ r♦❜✉st♥❡ss✳
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❈❤❛♣t❡r ✺

❲✐♥❞ ❚✉r❜✐♥❡✬s ❇❧❛❞❡s ❉❛♠❛❣❡

❉❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠s

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ s♦❧✉t✐♦♥s ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❋✐rst✱ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✱ t❤❡

❈❱❆ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❡st❛❜❧✐s❤ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s❡❞ ❢♦r ❛ s♠❛❧❧ ❞❛t❛s❡t✳ ❙❡❝♦♥❞✱ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷ ❢♦❝✉s ♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

❞❡t❛✐❧s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❞❡❡♣ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳

✺✳✶ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❞❛♠❛❣❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡s ♦❢ t❤✐s

✇♦r❦✱ ✉s✐♥❣ ❝❧❛ss✐❝ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✱ ❛❧r❡❛❞② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤

❜❧♦❜ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❚❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ▼❆❚▲❆❇ ✷✵✶✼❛ ❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡

♠♦❞✉❧❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ♥❡①t✿

❼ ▼❛✐♥✿ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❤❡❛❞ ♠♦❞✉❧❡✱ ✐t ♠❛♥❛❣❡s ❛❧❧ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ✳ ❋✐rst✱ ✐t ♣❡r❢♦r♠s ✐♠❛❣❡

❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡♥ ✐t ❤❛♥❞❧❡s t❤❡ ❝❛❧❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♠♦❞✉❧❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ s❤♦✇s ❛ s❝❤❡♠❡ ♦❢

t❤✐s ♠♦❞✉❧❡✳

❼ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✿ ✐♥ t❤✐s ♠♦❞✉❧❡✱ t❤❡ ❜❧❛❞❡ ✐s s❡❣♠❡♥t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ ■t r❡❝❡✐✈❡s ❛ ❘●❇

✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ♦✉t♣✉ts t❤❡ s❡❣♠❡♥t❡❞ ❣r❛②s❝❛❧❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❞❡✳

❼ ❋❡❛t✉r❡ ❊①tr❛❝t✐♦♥✿ ✐♥ t❤✐s ♠♦❞✉❧❡✱ r❡❧❡✈❛♥t ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❞❡ ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❡❞

❣r❛②s❝❛❧❡ ✐♠❛❣❡✳ ■t ♦✉t♣✉ts ❛ s❡t ♦❢ ❜✐♥❛r② ✐♠❛❣❡s✱ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s✳

❼ ❋❡❛t✉r❡ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ t❤✐s ♠♦❞✉❧❡ ✇♦r❦s t❤❡ ❜✐♥❛r② ✐♠❛❣❡s ❢♦r ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ ❘♦■s✳ ❙✉❝❤ ❘♦■s

❛r❡ t❤❡♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✇✐t❤ ❜❧♦❜ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡❝t ❛♥❞ ❝❧❛ss✐❢② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛♠❛❣❡s✳
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❼ ◆♦♥✲▼❛①✐♠✉♠ ❙✉♣♣r❡ss✐♦♥✿ t❤✐s ♠♦❞✉❧❡ ♣❡r❢♦r♠s ❛ ◆▼❙ ♦❢ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦①❡s✱ t♦ r❡♠♦✈❡ r❡❞✉♥❞❛♥t

❞❡t❡❝t✐♦♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❈❱❆✿ ▼❛✐♥ ♠♦❞✉❧❡

✺✳✶✳✶ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥

❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❞❡ ✐s ❛ ❝r✉❝✐❛❧ st❡♣ t♦ ♠❛❦❡ s✉r❡ t❤❛t ❢❡❛t✉r❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❞♦ ♥♦t

✐♥tr♦❞✉❝❡ ❡rr♦r ✐♥ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠❛② ❝♦♥t❛✐♥ ❤♦✉s❡s ♦r

❡✈❡♥ ♦t❤❡r t✉r❜✐♥❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r✐❝❤ ✐♥ ❢❡❛t✉r❡s ❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ❥❡♦♣❛r❞✐③❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱

✇✐t❤♦✉t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♠✉❝❤ ❤❛r❞❡r t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ r❡❧✐❛❜❧❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡

✺✳✷ s❤♦✇s ❛ ✢♦✇❝❤❛rt ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ♥❡①t✳

❚❤✐s ♠♦❞✉❧❡ st❛rts ❜② ❝♦♥✈❡rt✐♥❣ t❤❡ ❘●❇ ✐♠❛❣❡ ✐♥t♦ ❍❙❱✱ t❤❡♥ ❜② ✐s♦❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢

♣✐①❡❧s✱ ❛ ❣r❛②s❝❛❧❡ ✐♠❛❣❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❲♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ ❣r❛②s❝❛❧❡ ✐s ♠✉❝❤ ❢❛st❡r✱ ✇❤✐❧❡ ❛❧s♦ ❡❛s✐❡r t♦ ❡①tr❛❝t

❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♠♦st ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ✐♥ ❣r❛②s❝❛❧❡ ✐♠❛❣❡s✱ s✉❝❤ ❛s

❜✐♥❛r✐③❛t✐♦♥ ♦r ❡❞❣❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤✐s ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✸✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❛ ❝❛♥♥② ❡❞❣❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❡①tr❛❝t ♣♦ss✐❜❧❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❞❡✱ ✇❤✐❝❤

❝♦♥t❛✐♥s str♦♥❣ ❡❞❣❡s✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❤②st❡r❡s✐s t❤r❡s❤♦❧❞✱ ✐t ✇❛s ❢♦✉♥❞ t❤❛t ✈❛❧✉❡s ✵✳✷ ❛♥❞ ✵✳✺ ❢♦r ❧♦✇❡r

❛♥❞ ✉♣♣❡r t❤r❡s❤♦❧❞s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇♦✉❧❞ ❛❝❤✐❡✈❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ r❡s✉❧ts✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❣❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ✇❛s

❝♦♥str✉❝t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✸✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ ❛✮ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❝❛♥♥② ❡❞❣❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞

t♦ ✜❣✉r❡ ✺✳✸ ❜✮✳

✺✵



❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠

✺✶



✭❛✮ ❘●❇ ✐♠❛❣❡ ✭❜✮ ❘❡s✉❧t✐♥❣ ❣r❛②s❝❛❧❡ ✐♠❛❣❡

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ❈♦♥✈❡rt✐♦♥ ❢r♦♠ ❘●❇ t♦ ❣r❛②s❝❛❧❡ ✐♠❛❣❡

✭❛✮ ❊❞❣❡s ✭❜✮ ❊❞❣❡s ❛❢t❡r r❡♠♦✈✐♥❣ ❜❧♦❜s ♥♦t ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ✐♠❛❣❡
❜♦r❞❡r

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ❈❛♥♥② ❡❞❣❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥

❲✐t❤ t❤❡ ❡❞❣❡s ❞❡t❡❝t❡❞ ✭s❡❡ ✜❣✳ ✺✳✹ ❛✮✮✱ ✐t ✐s ❝♦♥❝❧✉s✐✈❡ t❤❛t t❤❡ ❜❧❛❞❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧②

t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❜❧♦❜s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ t♦♣ ♦r ❜♦tt♦♠ ❜♦r❞❡rs ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❚♦ ♠❛❦❡ s✉r❡ t❤✐s ❤❛♣♣❡♥s✱

❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❧♦s✐♥❣ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡ str✉❝t✉r✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✶✵✳ ■♥ t❤✐s

✇❛②✱ ✐t ✇✐❧❧ ❞✐❧❛t❡ ❛♥❞ ❡r♦❞❡ ❜❧♦❜s ✐♥ ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦♥❧②✱ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ❡❞❣❡s ❝❧♦s❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ t❤❡ t♦♣

♦r ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❜♦r❞❡rs✳ ❆❧❧ t❤✐s ❞♦♥❡✱ ❛❧❧ ❡❞❣❡s ♥♦t ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛♥② ❜♦r❞❡r ❛r❡ ❡①❝❧✉❞❡❞ ✭s❡❡

✜❣✳ ✺✳✹ ❜✮✮

❚❤❡ ♥❡①t st❡♣ ✐s ✜♥❞✐♥❣ ❧✐♥❡s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❡❞❣❡s ❞❡t❡❝t❡❞✳ ❇❧❛❞❡s ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② str❛✐❣❤t ❧✐♥❡s

✇✐t❤ ✈❡rt✐❝❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ ②❡t s♦♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♠❛② ❛r✐s❡✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤✐❝❤ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❞❡ ✐s s❤♦✇♥

✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❜❧❛❞❡ t✐♣ ♠❛② ❝♦♥t❛✐♥ ♥♦t s♦ ♠✉❝❤ ✈❡rt✐❝❛❧ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡s ♦r ❡✈❡♥ ❧✐♥❡s

✇✐t❤ ❛ s❧✐❣❤t ❝✉r✈❛t✉r❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❍♦✉❣❤ tr❛♥s❢♦r♠ ✐s ❛ r❡❧✐❛❜❧❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ✜♥❞ ❧✐♥❡s ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡

❜❧❛❞❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✺ ❛✮ s❤♦✇s ❤♦✇ t❤❡ ❍♦✉❣❤ tr❛♥s❢♦r♠ ❞❡t❡❝ts ❧✐♥❡s ✭✐♥ ❣r❡❡♥✮ ❛♠♦♥❣ t❤❡

✺✷



❡❞❣❡s✳ ❨❡❧❧♦✇ ❛♥❞ r❡❞ ♣♦✐♥ts r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❛♥❞ ❡♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤

❍♦✉❣❤ ❧✐♥❡s ❛❝❤✐❡✈❡s ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts✱ ✐t ❝❛♥♥♦t ❝❧✉st❡r ❧✐♥❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠♦st ♣r♦❜❛❜❧❡ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s❛♠❡

❜♦✉♥❞❛r②✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ❝❧✉st❡r ❧✐♥❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡❧❧✐♣s❡s✳ ■♥ ❛ s✐♠✐❧❛r

❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♣♦✐♥ts ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s ♦❢ ❉❇❙❈❆◆✱ ❛t ❡❛❝❤ ❧✐♥❡ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ s❤❛♣❡ ✇❛s

❜✉✐❧t✳ ❚❤❡ ♠❛❥♦r ❛①✐s ✇❛s s❡t t♦ ❜❡ ❝♦❧❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ❝❡♥t❡r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐♥❡ ✐♥ q✉❡st✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ s✐③❡s ♦❢

❡❛❝❤ ❛①✐s ❛r❡ ❧✐♥❡❛r❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❡ ❧❡♥❣t❤✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ ♠❛❥♦r ❛♥❞ ♠✐♥♦r ❛①✐s ✇❡r❡ s❡t t♦

3.5× ❛♥❞ t♦ 0.01× ♦❢ t❤❡ ❧❡♥❣t❤✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❧✐♥❡✱ ✐❢ ❛ st❛rt ♦r ❡♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢ ❛♥♦t❤❡r ❧✐♥❡

❢❛❧❧s ✇✐t❤✐♥ ✐ts ❡❧❧✐♣s❡✱ t❤❡ ❧✐♥❡s ❛♥❣❧❡s ❛r❡ t❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞✳ ❚❤❡ ❛♥❣❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✶✵

❞❡❣r❡❡s✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ❧✐♥❡s ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❝❧✉st❡r✳ ❆❢t❡r t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱

❧✐♥❡s ✇✐t❤ ❛♥❣❧❡ r❛♥❣✐♥❣ [−35➦, 35➦] ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♥♦t ✈❡rt✐❝❛❧ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞✳ ❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t

♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❝❧✉st❡rs ✐s t❤❛t ❛♥❣❧❡s ❛r❡ tr❛♥s♠✐ss✐✈❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❧✐♥❡s✱ ✐✳❡✳✱ ❛❧❧ ❧✐♥❡s ✐♥ ❛ ❝❧✉st❡r ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦

❤❛✈❡ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡✳ ❚❤✐s ✐s ❤❡❧♣❢✉❧ ✐♥ ✐♠❛❣❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❜❧❛❞❡ t✐♣✱ s✐♥❝❡ ✐♥ t❤✐s

✇❛②✱ ♦♥❡ ✇✐❧❧ ♥♦t r❡♠♦✈❡ r❡❧❡✈❛♥t ❧✐♥❡s ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✺ ❜✮ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞

r❡♠♦✈✐♥❣ ♥♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ t✇♦ ❧✐♥❡s ✐♥ ♣✐♥❦ ❝♦❧♦r✱ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡✱ ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞

t♦ ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧✉st❡r✳ ❖♥❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t❡ t❤❛t ✇❤✐t❡ ❧✐♥❡s ❛r❡ t❤❡ ❡❞❣❡s ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❈❛♥♥②

❡❞❣❡ ❞❡t❡❝t♦r ❛♥❞ ♥♦t ❧✐♥❡s ❢r♦♠ ❍♦✉❣❤ tr❛♥s❢♦r♠✳

✭❛✮ ▲✐♥❡s ✭❜✮ ▲✐♥❡s ❛❢t❡r ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ♥♦t ✈❡rt✐❝❛❧
❝❧✉st❡rs✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ▲✐♥❡s ❢r♦♠ ❍♦✉❣❤ tr❛♥s❢♦r♠

❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ✇❤❡r❡ ❧✐♥❡s ✇❡r❡ ❛❧r❡❛❞② ❝❧✉st❡r❡❞ ❛♥❞ ✜❧t❡r❡❞ ♦✉t✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❢♦✉r ♣♦ss✐❜❧❡ s❝❡♥❛r✐♦s✿

✶✳ ◆♦ ❝❧✉st❡r ❢♦✉♥❞✿ t❤❡ ❜❧❛❞❡ ✐s ♥♦t s❡❣♠❡♥t❡❞✳

✷✳ ❖♥❡ ❝❧✉st❡r ❢♦✉♥❞✿ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ❜♦r❞❡rs ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛s t✇♦ ♦t❤❡r

❝❧✉st❡rs ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❝❤❡❝❦ ✇❤✐❝❤ ❝❧✉st❡r✲❜♦r❞❡r ♣❛✐r ❜❡st r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❜❧❛❞❡✳

✺✸



✸✳ ❚✇♦ ❝❧✉st❡rs ❢♦✉♥❞✿ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❜❧❛❞❡✳

✹✳ ▼♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ ❝❧✉st❡rs ❢♦✉♥❞✿ ✉s❡ ❑✲♠❡❛♥s ❝❧✉st❡r✐♥❣ t♦ s♣❧✐t t❤❡ st❛rt✐♥❣ ❛♥❞ ❡♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡

❍♦✉❣❤ ❧✐♥❡s ✐♥ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t s✐❞❡s ❛♥❞ ✜♥❞ t❤❡ ♣❛✐r ♦❢ ❍♦✉❣❤ ❧✐♥❡s ❝❧✉st❡rs t❤❛t ❜❡tt❡r r❡♣r❡s❡♥t

t❤❡ ❜❧❛❞❡✳ ❚❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛✐rs ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ ❧❡❢t ❛♥❞ ❛ r✐❣❤t ❝❧✉st❡r✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡

❑✲♠❡❛♥s ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✻✱ ✇❤❡r❡ ❜❧✉❡ ♣♦✐♥ts ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❧❡❢t s✐❞❡ ❛♥❞ ❣r❡❡♥

♣♦✐♥ts r✐❣❤t s✐❞❡✳ ❆ ❝❧✉st❡r ♦❢ ❍♦✉❣❤ ❧✐♥❡s ✐s ❧❛❜❡❧❡❞ ❧❡❢t ♦r r✐❣❤t s✐❞❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢

t❤❡ st❛rt✐♥❣ ❛♥❞ ❡♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤✐♥✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ ❑✲♠❡❛♥s ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ st❛rt✐♥❣ ❛♥❞ ❡♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡s

❋✐♥❞✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ♣❛✐rs ❜❡tt❡r r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❜❧❛❞❡ ✐s ♥♦t s♦ tr✐✈✐❛❧ ❛s t❤❡ ❞❛t❛s❡t ❝❛rr✐❡s ❛ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❡t②

♦❢ ✐♠❛❣❡s✳ ❆ ❣♦♦❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❛s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙▲■❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝❧✉st❡r t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥t♦ s✐♠✐❧❛r

❝♦❧♦r ❛♥❞ ❞✐st❛♥❝❡ r❡❣✐♦♥s✱ ❝❛❧❧❡❞ s✉♣❡r♣✐①❡❧s✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❘●❇ ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢

❝❧✉st❡rs✳

❲❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❙▲■❈ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ❡❛❝❤ s✉♣❡r♣✐①❡❧ ❝♦❧♦r ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠❡❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❛❧❧

♣✐①❡❧s ✇✐t❤✐♥✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s s♠❛❧❧ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ♠❡r❣❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✱ ✐✳❡✳✱ ♥♦✐s❡ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞

❛♥❞ ❛ ❧❡ss ❝♦♠♣❧❡① r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ❛r❡❛ ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤

♣❛✐r ♦❢ ❧✐♥❡s ❝❧✉st❡r ✇✐❧❧ ❜❡ ❧❡ss ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞❡♠❛♥❞✐♥❣✱ ✇❤✐❧❡ ❛❧s♦ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❝♦❧♦r

✈❛r✐❛♥❝❡✱ ✜rst✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❘●❇ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ σ2✱ ✇❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ✐♥tr❛✲

❝❧❛ss ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❖ts✉ t❤r❡s❤♦❧❞✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ✭✷✳✷✮✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❝♦❧♦rs ✐s ❛ s✐♠♣❧❡

s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦❧♦r ✈❛r✐❛♥❝❡✿ σ2
RGB = σ2

R + σ2
G + σ2

B ✳ ❚❤❡ ♣❛✐r ♦❢ ❝❧✉st❡r ❧✐♥❡s ✇✐t❤ ❧♦✇❡st ♦✈❡r❛❧❧

✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ♠♦st ♣r♦❜❛❜❧❡ t♦ ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ✉♥✐q✉❡ ❧❛r❣❡ ♦❜❥❡❝t ✇✐t❤✐♥✳ ❚❤✐s ✇❛s t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡

♣❛✐r t❤❛t ❜❡st ✜ts t❤❡ ❜❧❛❞❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❍❛✈✐♥❣ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t s✐❞❡ ❝❧✉st❡r ❧✐♥❡s ❝❤♦s❡♥✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠

♣❡r❢♦r♠s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤♦s❡ ✇✐t❤ ❛ ♦♥❡ ❞❡❣r❡❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r ❝❧✉st❡rs ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❧✐♥❡s

✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❛♥❣❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ✇✐t❤ ❛ t❤✐r❞ ❞❡❣r❡❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❍✐❣❤ ❛♥❣❧❡

✺✹



❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❛② ✐♠♣❧② t❤❡ ✐♠❛❣❡ r❡❢❡rs t♦ ❛ ❜❧❛❞❡ t✐♣ ❛♥❞ s♦ ❛ ♦♥❡ ❞❡❣r❡❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐s ♥♦t ❣♦♦❞ ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❜❧❛❞❡ ✐s s❡❣♠❡♥t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✼ s❤♦✇s t❤❡ ❙▲■❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ❝♦❧♦r ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛✐rs ♦❢ ❝❧✉st❡rs✱ ♣r❡✈✐♦✉s❧②

❞❡❝✐❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❦✲♠❡❛♥s ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ❖♥❡ ♦❜s❡r✈❡s t❤❛t t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts ❧❡ss ❝♦❧♦r ✈❛r✐❛♥❝❡

✇❤❡♥ ♦♥❧② t❤❡ ❜❧❛❞❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r❡❣r♦✉♥❞✳

✭❛✮ ❙✉♣❡r♣✐①❡❧s ♦❜t❛✐♥❡❞
❢r♦♠ ❙▲■❈

✭❜✮ ❙✉♣❡r♣✐①❡❧s ❢♦r ✜rst ♣❛✐r
✭❝♦❧♦r ✈❛r✐❛♥❝❡ ❂ ✷✵✹✻✮

✭❝✮ ❙✉♣❡r♣✐①❡❧s ❢♦r s❡❝♦♥❞
♣❛✐r ✭❝♦❧♦r ✈❛r✐❛♥❝❡ ❂ ✹✷✵✮

✭❞✮ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❜❧❛❞❡
✉s✐♥❣ ♣❛✐r ✇✐t❤ ❧♦✇❡st ❝♦❧♦r
✈❛r✐❛♥❝❡

❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✿ ❱❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❝❧✉st❡r ♣❛✐rs ✉s✐♥❣ ❙▲■❈

✺✳✶✳✷ ❋❡❛t✉r❡ ❊①tr❛❝t✐♦♥

❍❛✈✐♥❣ t❤❡ ❜❧❛❞❡ s❡❣♠❡♥t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✱ t❤❡ ♥❡①t st❡♣ ✐s ❡①tr❛❝t✐♥❣ str♦♥❣ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❚❤❡

❢❡❛t✉r❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❡ ✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✽ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❞❡t❛✐❧ ♥❡①t✳ ❇❡❢♦r❡ t❤✐s

♠♦❞✉❧❡✱ t❤❡ ❜❧❛❞❡ ❞❛♠❛❣❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥tr❛st✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♠❛❞❥✉st

❛♣♣❧✐❡s s❛t✉r❛t✐♦♥ t♦ ♣✐①❡❧s ❛❜♦✈❡ t❤❡ t♦♣ ✶✪ ❛♥❞ t♦ ♣✐①❡❧s ❜❡❧❧♦✇ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ✶✪✱ ♠❡❛♥✐♥❣ ❜r✐❣❤t❡r

♣✐①❡❧s ✇✐❧❧ s❛t✉r❛t❡ t♦ ✶✱ ✇❤✐❧❡ ❞❛r❦❡r ♦♥❡s ✇✐❧❧ s❛t✉r❛t❡ t♦ ✵✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✿ ❋❡❛t✉r❡ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡rs ✐♥ ❝✐r❝❧❡s r❡♣r❡s❡♥t ❞✐❢❡r❡♥t ♦✉t♣✉ts ♦❢
t❤❡ ♠♦❞✉❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥♣✉ts ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❡s

✺✺



❇✐♥❛r✐③❛t✐♦♥

❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② r❡❢❡rr❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✱ ❜✐♥❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ♦❢ s♣❧✐tt✐♥❣ ❢♦r❡❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ ❜❛❝❦✲

❣r♦✉♥❞✳ ❇❡❝❛✉s❡ ❞❛♠❛❣❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② str♦♥❣ ❡❞❣❡s ♦r ❜② ❧♦❝❛❧ ❞❛r❦ ❛r❡❛s✱ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡

❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✿ ❈❛♥♥② ❡❞❣❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❞❛♣t✐✈❡ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❖♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❈❛♥♥② ❡❞❣❡ ✇✐❧❧

❡①tr❛❝t str♦♥❣ ❡❞❣❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ♠♦st ❞❛♠❛❣❡s✱ s✉❝❤ ❛s ♣❡❡❧✐♥❣ ♦r ❝r❛❝❦✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱

t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❡①tr❛❝ts ❧♦❝❛❧❧② ❞❛r❦❡r ❛r❡❛s✳ ❯s✐♥❣ ❛ ❧♦❝❛❧ t❤r❡s❤♦❧❞✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♦♥❡✱ ❧✐❦❡

❖ts✉✬s t❤r❡s❤♦❧❞✱ ❡①tr❛❝ts ♠♦r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❛♠❛❣❡s✳ ❚❤✐s ❤❛♣♣❡♥s ❜❡❝❛✉s❡ ✇❤❡♥ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ❣❧♦❜❛❧ t❤r❡s❤♦❧❞

❛❧❧ ❞❛♠❛❣❡s ✇✐❧❧ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ ✐ts ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❞❛♠❛❣❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♦♥❧② ❧♦❝❛❧❧② ❞❛r❦❡r ✇✐❧❧ ♥♦t

❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✱ ❛s ❞❡s✐r❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✾ s❤♦✇s ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❜♦t❤ ❜✐♥❛r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❖r❛♥❣❡

❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦①❡s s❤♦✇ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡s t♦ ✐❞❡♥t✐❢②✳ ❋♦r ❜❡tt❡r ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥✱ t❤♦s❡ ❜♦①❡s ❛r❡ ❛❧s♦

③♦♦♠❡❞ ✐♥✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ ❜✐♥❛r② ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ ❢❡❛t✉r❡s

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❘♦■s✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❡❞❣❡s ❞❡t❡❝t❡❞✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐s ♣r♦❝❡ss❡❞ ❜② t✇♦ s❡ts ♦❢ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧

♦♣❡r❛t✐♦♥s✿ ♦♥❡ s❡t t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ ❡①✐st✐♥❣ ❝✐r❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ ❡❞❣❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱

t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❣♦❡s t❤r♦✉❣❤ ❛♥♦t❤❡r s❡t ♦❢ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡

❞❛r❦❡st ❛r❡❛s ❢♦r ❧❛t❡r ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳

✭❛✮ ❖r✐❣✐♥❛❧ ❣r❛②s❝❛❧❡ ✭❜✮ ❈❛♥♥② ❡❞❣❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✭❝✮ ❆❞❛♣t✐✈❡ t❤r❡s❤♦❧❞

✭❞✮ ❩♦♦♠ ✐♥ ❣r❛②s❝❛❧❡ ✭❡✮ ❩♦♦♠ ✐♥ ❈❛♥♥② ❡❞❣❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✭❢✮ ❩♦♦♠ ✐♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ t❤r❡s❤♦❧❞

❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✿ ❇✐♥❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ▲❙ ❝❛s❡

✺✻



❊♥❤❛♥❝✐♥❣ ❈✐r❝❧❡s

❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ ❝✐r❝❧❡s ✐s s♦ t❤❛t ✐♥ ❛ ❧❛tt❡r st❛❣❡✱ ❍♦✉❣❤ ❝✐r❝❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ✐❞❡♥t✐❢② ❛♥②

❡①✐st✐♥❣ ❝✐r❝❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝r✉❝✐❛❧ st❡♣ t♦✇❛r❞s ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❢♦r ▲❘❉✳ ❑♥♦✇✐♥❣ ❛ ❝✐r❝❧❡ ♦♥❧② ❝♦♥t❛✐♥s str♦♥❣

❡❞❣❡s ✐♥ ✐ts ♣❡r✐♠❡t❡r✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧❡ ❝❧♦s✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ❞✐s❦ str✉❝t✉r✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ✇✐❧❧ ❝❧♦s❡

t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ✐♥t❡r✐♦r✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦❝❡ss❡s t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ ❝✐r❝❧❡s ✐♥ ❛♥

✐♠❛❣❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❧✐❣❤t♥✐♥❣ r❡❝❡♣t♦r✳

✭❛✮ ❖r✐❣✐♥❛❧ ❣r❛②s❝❛❧❡ ✭❜✮ ❈❛♥♥② ❡❞❣❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✭❝✮ ❊♥❤❛♥❝❡❞ ❝✐r❝❧❡ ❛❢t❡r ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐✲
❝❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s

✭❞✮ ❩♦♦♠ ✐♥ ❣r❛②s❝❛❧❡ ✭❡✮ ❩♦♦♠ ✐♥ ❈❛♥♥② ❡❞❣❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✭❢✮ ❩♦♦♠ ✐♥ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❝✐r❝❧❡

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✿ ❊♥❤❛♥❝✐♥❣ ❝✐r❝❧❡ ✐♥ ▲❘❉ ❝❛s❡

❊♥❤❛♥❝✐♥❣ ❊❞❣❡s

❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡✱ ♦t❤❡r ❞❛♠❛❣❡s✱ ❧✐❦❡ ♣❡❡❧✐♥❣ ♦r ❝r❛❝❦✱ ❝♦♥t❛✐♥ str♦♥❣ ❡❞❣❡s ✐♥ t❤❡✐r

❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛♥❞ ♥♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ❛r❡❛✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡t ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❤❛s t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ❝❧♦s✐♥❣ ❛♥②

♦♣❡♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❛♥❞ t❤❡♥ t♦ ✜❧❧ ❝❧♦s❡❞ ❛r❡❛s✿

✶✳ ❚❤✐❝❦♥✐♥❣✿ t❤✐❝❦❡♥s ❡❞❣❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❜r✐❞❣❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❣♦❛❧✳

✷✳ ❇r✐❞❣❡✿ ❝♦♥♥❡❝ts ❡❞❣❡s ❝❧♦s❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r

✸✳ ❋✐❧❧✿ r❡♣❧❛❝❡s t♦ ❢♦r❡❣r♦✉♥❞ ❛♥② ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♣✐①❡❧ ❝❧♦s❡❞ ❜② ❢♦r❡❣r♦✉♥❞ ♣✐①❡❧s✳

✹✳ ❈❧♦s❡✿ ❝❧♦s✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ str✉❝t✉r✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ✇✐❧❧ ♠❡r❣❡ ❜❧♦❜s ❝❧♦s❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱

✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❞❛♠❛❣❡✳

✺✼



■♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✶ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ ♣❡❡❧✐♥❣ ❞❛♠❛❣❡✳

✭❛✮ ❖r✐❣✐♥❛❧ ❣r❛②s❝❛❧❡ ✭❜✮ ❈❛♥♥② ❡❞❣❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✭❝✮ ❊♥❤❛♥❝❡❞ ❡❞❣❡s ❛❢t❡r ♠♦r♣❤♦❧♦❣✲
✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s

✭❞✮ ❩♦♦♠ ✐♥ ❣r❛②s❝❛❧❡ ✭❡✮ ❩♦♦♠ ✐♥ ❈❛♥♥② ❡❞❣❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✭❢✮ ❩♦♦♠ ✐♥ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❡❞❣❡s

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶✿ ❊♥❤❛♥❝✐♥❣ ❡❞❣❡s ✐♥ ❧❛r❣❡ ♣❡❡❧✐♥❣ ❝❛s❡

❊①tr❛❝t ❉❛r❦ ❋❡❛t✉r❡s

❋r♦♠ t❤❡ ❛❞❛♣❛t✐✈❡ t❤r❡s❤♦❧❞✱ ♠♦st ❜❧❛❞❡ ❛r❡❛ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r❡❣r♦✉♥❞ ✭✇❤✐t❡✮✱ ✇❤✐❧❡ ❞❛♠❛❣❡s r❡♣✲

r❡s❡♥t ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✭❜❧❛❝❦✮✳ ❚♦ ❡①tr❛❝t t❤♦s❡ ❞❛♠❛❣❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❣❡t t❤❡ ♠❛s❦ ❝♦♥t❛✐♥❣

t❤❡ ❜❧❛❞❡ ❛r❡❛ ❛♥❞ t❤❡♥ s✉❜tr❛❝t ✐t ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷ s❤♦✇s t❤❡

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s s✐♠♣❧❡ s✉❜tr❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✺✳✾✳

✭❛✮ ❆❞❛♣t✐✈❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✭❜✮ ▼❛s❦ ❢r♦♠ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❡ ✭❝✮ ❊①tr❛❝t❡❞ ❢❡❛t✉r❡s

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷✿ ❊①tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❛r❦ ❛r❡❛s ✐♥ ▲❙ ❝❛s❡

✺✽



✺✳✶✳✸ ❋❡❛t✉r❡ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❧❛ss✐❢② ❞❛♠❛❣❡s ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ✇❤✐❝❤ ❢❡❛t✉r❡s ❜❡st r❡♣r❡s❡♥t ❡❛❝❤ ❞❛♠❛❣❡

t②♣❡✳ ❊❛❝❤ ❞❛♠❛❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✺✳✶✳ ❇❡s✐❞❡s t❤❡ ♦♥❡s ❛❧r❡❛❞②

❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ s♣❛t✐❛❧ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ❡❝❝❡♥tr✐❝✐t② ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❞❛♠❛❣❡✳ ❋♦r

✐♥st❛♥❝❡✱ ❢✉♥❣✐ ❛♥❞ s♠❛❧❧ ♣❡❡❧✐♥❣ ❛r❡ ♦♥❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❞❡♥s✐t② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ ❡❝❝❡♥tr✐❝✐t②

❞❡s❝r✐❜❡s ❤♦✇ ❝❧♦s❡ ✐s ❛ ❘♦■ s❤❛♣❡ t♦ ❛ ❧✐♥❡✱ ✇❤❡r❡ ❛ ♣❡r❢❡❝t ❧✐♥❡ ❡❝❝❡♥tr✐❝✐t② ✇✐❧❧ ❜❡ ✶✱ ✇❤✐❧❡ ❝✐r❝✉❧❛r

❛r❡❛s ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ✈❛❧✉❡s ❝❧♦s❡r t♦ ✵✳

❉❛♠❛❣❡ t②♣❡ ❉❡s❝r✐❜❡r

P❡❡❧✐♥❣ ❙tr♦♥❣ ❡❞❣❡s✱ ❞❛r❦ ❛r❡❛ ❛♥❞ ❧♦✇ s♣❛❝✐❛❧ ❞❡♥s✐t②
❋✉♥❣✐ ❙tr♦♥❣ ❡❞❣❡s✱ ❞❛r❦ ❛r❡❛ ❛♥❞ ❤✐❣❤ s♣❛❝✐❛❧ ❞❡♥s✐t②
❈r❛❝❦ ❙tr♦♥❣ ❡❞❣❡s ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❡❝❝❡♥tr✐❝✐t②
▲❙ ❉❛r❦ ❛♥❞ ❧❛r❣❡ ❛r❡❛
▲❘❉ ❈✐r❝✉❧❛r s❤❛♣❡ ✇✐t❤✿ ❧❡ss t❤❛♥ ✷ s♠❛❧❧ ❝✐r❝❧❡s ✐♥s✐❞❡✱ ✶

❧❛r❣❡ ❝✐r❝❧❡ ✐♥s✐❞❡ ♦r str♦♥❣ ❡❞❣❡s ✐♥ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣
❛r❡❛

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✿ ❉❛♠❛❣❡ ❞❡s❝r✐❜❡rs ❢♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❈❱❆

❋✉♥❣✐ ❛♥❞ P❡❡❧✐♥❣

❚❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✉♥❣✐ ❛♥❞ ♣❡❡❧✐♥❣ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✢♦✇❝❤❛rt ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡

✺✳✶✸ ❛♥❞ ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ♥❡①t✳ ❆s ♣❡❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❢✉♥❣✐ ♣r❡s❡♥t str♦♥❣ ❡❞❣❡s ❛♥❞ ❧♦❝❛❧❧② ❞❛r❦ ❛r❡❛✱ t♦ ♦❜t❛✐♥

s✉❝❤ ❢❡❛t✉r❡s ♦♥❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❡❞❣❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛r❦ ❢❡❛t✉r❡s ❡①tr❛❝t❡❞✳ ❋✐❣✉r❡s

✺✳✶✹✱ ✺✳✶✺ ❛♥❞ ✺✳✶✻ ❛✮ s❤♦✇ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤✐s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❢✉♥❣✐✱ s♠❛❧❧ ❛♥❞

❧❛r❣❡ ♣❡❡❧✐♥❣ ❝❛s❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸✿ ❋✉♥❣✐ ❛♥❞ s♠❛❧❧ ♣❡❡❧✐♥❣ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡rs ✸ ❛♥❞ ✹ ❛r❡ t❤❡
♦✉t♣✉t ♦❢ ❡♥❤❛♥❝❡ ❡❞❣❡s ❛♥❞ ❡①tr❛❝t ❢❡❛t✉r❡s s✉❜✲♠♦❞✉❧❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✭s❡❡ ✜❣✳ ✺✳✽✮✳ ❚❤❡ ❝✐r❝❧❡s ✐♥ ❝♦❧♦r
r❡❢❡r t♦ ❜❧♦❜s ✜❧t❡r❡❞ ❜② s♠❛❧❧ ❛♥❞ ❧❛r❣❡ ❛r❡❛s✳

✺✾



✭❛✮ ❖r✐❣✐♥❛❧ ❣r❛②s❝❛❧❡ ✭❜✮ ❊♥❤❛♥❝❡❞ ❡❞❣❡s ✭❝✮ ❆❞❛♣t✐✈❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✭❞✮ ❘❡s✉❧t ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣
❡♥❤❛♥❝❡❞ ❡❞❣❡s ✇✐t❤ ❢❡❛✲
t✉r❡s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛❞❛♣✲
t✐✈❡ t❤r❡s❤♦❧❞

✭❡✮ ❩♦♦♠ ✐♥ ❣r❛②s❝❛❧❡ ✭❢✮ ❩♦♦♠ ✐♥ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❡❞❣❡s ✭❣✮ ❩♦♦♠ ✐♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ t❤r❡s❤✲
♦❧❞

✭❤✮ ❩♦♦♠ ✐♥ r❡s✉❧t ♦❢ ♠✉❧t✐✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹✿ ❊①tr❛❝t✐♥❣ s♠❛❧❧ ❡❞❣❡s ✐♥ ❢✉♥❣✐ ❝❛s❡

✭❛✮ ❖r✐❣✐♥❛❧ ❣r❛②s❝❛❧❡ ✭❜✮ ❊♥❤❛♥❝❡❞ ❡❞❣❡s ✭❝✮ ❆❞❛♣t✐✈❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✭❞✮ ❘❡s✉❧t ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣
❡♥❤❛♥❝❡❞ ❡❞❣❡s ✇✐t❤ ❢❡❛✲
t✉r❡s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛❞❛♣✲
t✐✈❡ t❤r❡s❤♦❧❞

✭❡✮ ❩♦♦♠ ✐♥ ❣r❛②s❝❛❧❡ ✭❢✮ ❩♦♦♠ ✐♥ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❡❞❣❡s ✭❣✮ ❩♦♦♠ ✐♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ t❤r❡s❤✲
♦❧❞

✭❤✮ ❩♦♦♠ ✐♥ r❡s✉❧t ♦❢ ♠✉❧t✐✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺✿ ❊①tr❛❝t✐♥❣ s♠❛❧❧ ❡❞❣❡s ✐♥ s♠❛❧❧ ♣❡❡❧✐♥❣ ❝❛s❡

◆❡①t✱ t❤❡ ❜❧♦❜s ❛r❡ s♣❧✐t ✐♥t♦ s♠❛❧❧ ❛♥❞ ❧❛r❣❡ ❛r❡❛s✳ ❚❤✐s ✇❛s ♠❛♥❧② ❛♣♣❧✐❡❞ s♦ t❤❛t s♠❛❧❧ ♣❡❡❧✐♥❣ ❛♥❞

❢✉♥❣✐ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❞❡♥s✐t② ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳ ❇② ❞♦✐♥❣ s♦✱ ❧❛r❣❡ ♣❡❡❧✐♥❣ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡

❉❇❙❈❆◆ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❢✉♥❣✐ ❢❡❛t✉r❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❥❡♦♣❛r❞✐③❡ t❤❡ ✜♥❛❧ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡

✺✳✶✻ ❜✮ s❤♦✇s ❤♦✇ r❡♠♦✈✐♥❣ ❜❧♦❜s ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ❛r❡❛s ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❝❧❡❛♥❡r ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♣❡❡❧✐♥❣

✻✵



♣r❡s❡♥t✳ ❲❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❉❇❙❈❆◆ r❡s✉❧ts ❢♦r s♠❛❧❧ ❜❧♦❜s✱ ❢✉♥❣✐ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❝❧✉st❡rs ✇✐t❤

❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts✱ ✇❤✐❧❡ s♠❛❧❧ ♣❡❡❧✐♥❣ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❧♦✇ ❞❡♥s✐t② ❝❧✉st❡rs ❛♥❞ ♠❛♥② ♣♦✐♥ts ❝♦♥s✐❞❡r❡❞

♥♦✐s❡✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥✜r♠❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✼✱ ✇❤❡r❡ ❢✉♥❣✐ ♣r❡s❡♥ts ♦♥❧② ♦♥❡ ❝❧✉st❡r ❢♦✉♥❞ ❛♥❞ s♠❛❧❧ ♣❡❡❧✐♥❣

♣r❡s❡♥ts ♠❛♥② ❧♦✇ ❞❡♥s✐t② ❝❧✉st❡rs✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ ❝❤♦s❡♥ ❢♦r t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✿

✶✳ ❙♠❛❧❧ ❛r❡❛s ✭♣✐①❡❧s✮✿ ❬✺✱ ✽✵✵❪✳

✷✳ ❇✐❣ ❛r❡❛s ✭♣✐①❡❧s✮✿ ❬✽✵✵✱ ✐♥❢❪✳

✸✳ ❉❇❙❈❆◆ ❢♦r s♠❛❧❧ ❛r❡❛s✿ ǫ = 200, Nmin = 2✳

✹✳ ❉❇❙❈❆◆ ❢♦r ❧❛r❣❡ ❛r❡❛s✿ ǫ = 300, Nmin = 2✳

✭❛✮ ❘❡s✉❧t ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❡❞❣❡s ✇✐t❤ ❢❡❛t✉r❡s
❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛❞❛♣t✐✈❡ t❤r❡s❤♦❧❞

✭❜✮ ❘❡s✉❧t ❛❢t❡r r❡♠♦✈✐♥❣ s♠❛❧❧ ❛r❡❛s

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✻✿ ❘❡♠♦✈✐♥❣ s♠❛❧❧ ❛r❡❛s ✐♥ ❧❛r❣❡ ♣❡❡❧✐♥❣ ❝❛s❡ ✭❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①❛♠♣❧❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ✜❣✳ ✺✳✶✶✮

✭❛✮ ❉❇❙❈❆◆ ✐♥ ❢✉♥❣✐ ❝❛s❡ ✭❜✮ ❉❇❙❈❆◆ ✐♥ s♠❛❧❧ ♣❡❡❧✐♥❣ ❝❛s❡

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼✿ ❉❇❙❈❆◆ ✐♥ ❢✉♥❣✐ ❛♥❞ s♠❛❧❧ ♣❡❡❧✐♥❣ ❝❛s❡s✳ ❊❛❝❤ ❝♦❧♦r r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❝❧✉st❡r✳ ❲❤❡♥ ♠♦r❡
t❤❛♥ ♦♥❡ ❝❧✉st❡r ✐s ❢♦✉♥❞✱ r❡❞ ❝♦❧♦r r❡♣r❡s❡♥ts ♣♦✐♥ts ✇✐t❤ ♥♦ ❝❧✉st❡r✳

✻✶



❈r❛❝❦

❚❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❝r❛❝❦s ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✢♦✇❝❤❛rt ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✽ ❛♥❞ ✐s

❡①♣❧❛✐♥❡❞ ♥❡①t✳ ❈r❛❝❦s ❝♦♥t❛✐♥ str♦♥❣ ❡❞❣❡s✱ ②❡t ♥♦t s♦ ♠✉❝❤ ❧♦❝❛❧❧② ❞❛r❦ ❛r❡❛✱ s✐♥❝❡ ✐ts ✇✐❞t❤ ✐s t②♣✐❝❛❧❧②

s♠❛❧❧✱ ♠❡❛♥✐♥❣ ❝r❛❝❦s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❡❞❣❡s✳ ❋✐rst✱ ❛r❡❛s s♠❛❧❧❡r

t❤❛♥ ✷✵✵ ❛r❡ ❡①❝❧✉❞❡❞✱ s✐♥❝❡ ❢❡❛t✉r❡s ✇✐t❤ t❤♦s❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛r❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ♣❡❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❢✉♥❣✐✳ ❚❤❡♥✱

❝r❛❝❦s ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❜❧♦❜ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❡❝❝❡♥tr✐❝✐t✐❡s ❛♥❞ ❞❡♥s✐t②✳ ❲❤❡♥ ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ ❡❞❣❡s✱ ❢✉♥❣✐

❝❛♥ ❜❡ ♣r❡s❡♥t✱ s♦ ❛ ❉❇❙❈❆◆ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❡①❝❧✉❞❡ ❝❧✉st❡rs ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❞❡♥s✐t②✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱

❛ ❤✐❣❤ ❡❝❝❡♥tr✐❝✐t② ❜❧♦❜ s❤♦✇s ❛ s❤❛♣❡ ❝❧♦s❡ t♦ ❛ ❧✐♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s ❝r❛❝❦s✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ❝r❛❝❦s

✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜❧♦❜s ✇✐t❤ ❡❝❝❡♥tr✐❝✐t② ❃ ✵✳✾✺✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✾ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡s❡ st❡♣s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡

♦❢ ❝r❛❝❦s✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ✺✳✶✾ ✭❜✮ t❤❛t ❝r❛❝❦s ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞✱ ②❡t ❛❧s♦ s♦♠❡ ♥♦✐s❡ ♦♥ t❤❡

❧❡❢t s✐❞❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✾ ✭❝✮ s❤♦✇s ❤♦✇ ❉❇❙❈❆◆ ❝❛♥ r❡♠♦✈❡ ♥♦✐s❡✱ ❜② ❡①❝❧✉❞✐♥❣ ❤✐❣❤ ❞❡♥s✐t② ❝❧✉st❡rs ✭r❡❞

♣♦✐♥ts ❞♦ ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛♥② ❝❧✉st❡r✮✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✽✿ ❈r❛❝❦ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ✸ ✐s t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ❡♥❤❛♥❝❡ ❡❞❣❡ s✉❜✲
♠♦❞✉❧❡ ✭s❡❡ ✜❣✳ ✺✳✽✮

✭❛✮ ❖r✐❣✐♥❛❧ ❣r❛②s❝❛❧❡ ✭❜✮ ❊♥❤❛♥❝❡❞ ❡❞❣❡s ❛❢t❡r r❡✲
♠♦✈✐♥❣ s♠❛❧❧ ❛r❡❛s

✭❝✮ ❉❇❙❈❆◆

✭❞✮ ❩♦♦♠ ✐♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❣r❛②s❝❛❧❡ ✭❡✮ ❩♦♦♠ ✐♥ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❡❞❣❡s

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✾✿ ❊♥❤❛♥❝❡❞ ❡❞❣❡s ✐♥ ❝r❛❝❦ ❝❛s❡
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▲✐❣❤t♥✐♥❣ ❙tr✐❦❡

❚❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐❣❤t♥✐♥❣ str✐❦❡s ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✢♦✇❝❤❛rt ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✵

❛♥❞ ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ♥❡①t✳ ▲✐❣❤t♥✐♥❣ str✐❦❡s ❤❛✈❡ t❤❡ ♣❡❝✉❧✐❛r✐t② ♦❢ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❧❛r❣❡ ❞❛r❦❡r ❛r❡❛s✱ ❤♦✇❡✈❡r

t❤♦s❡ ❛r❡❛s ❛r❡ ❜❧✉rr❡❞ ❛♥❞ s♦ ✇✐❧❧ ♥♦t s❤♦✇ str♦♥❣ ❡❞❣❡s ✐♥ t❤❡✐r s✉rr♦✉♥❞✐♥❣✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❧❛r❣❡

❞❛r❦❡r ❛r❡❛s ✇✐t❤ ♥♦ ❡❞❣❡s ✐♥ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❞❡t❡❝t s✉❝❤ ❞❛♠❛❣❡✳ ❚❤❡ s✉❜tr❛❝t✐♦♥ ❜❧♦❝❦

✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✵✱ ❤❛s t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ r❡♠♦✈✐♥❣ ❜❧♦❜s ✇✐t❤ ❡❞❣❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛r❦ ❢❡❛t✉r❡s ❡①tr❛❝t❡❞✳ ❋✐❣✉r❡

✺✳✷✶ s❤♦✇s ❤♦✇ t❤✐s s✉❜tr❛❝t✐♦♥ r❡♠♦✈❡s ❛♥② ❜❧♦❜ t❤❛t ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❛r❦ ❢❡❛t✉r❡s

❛♥❞ ❤❛s str♦♥❣ ❡❞❣❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❧✐❣❤t♥✐♥❣ str✐❦❡✱ ❜❧♦❜ ❛r❡❛s ♠✉st ❜❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✺✵✵✵

♣✐①❡❧s✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✵✿ ▲❙ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡rs ✸ ❛♥❞ ✹ ❛r❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ❡♥❤❛♥❝❡ ❡❞❣❡s
❛♥❞ ❡①tr❛❝t ❢❡❛t✉r❡s s✉❜✲♠♦❞✉❧❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✭s❡❡ ✜❣✳ ✺✳✽✮

✭❛✮ ❊♥❤❛♥❝❡❞ ❡❞❣❡s ✭❜✮ ❊①tr❛❝t❡❞ ❢❡❛t✉r❡s ✭❝✮ ❘❡s✉❧t ♦❢ s✉❜tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ❡♥✲
❤❛♥❝❡❞ ❡❞❣❡s ❢r♦♠ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢❡❛t✉r❡s

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✶✿ ❊①tr❛❝t ❜❧♦❜s ✇✐t❤ str♦♥❣ ❡❞❣❡s ✐♥ ▲❙ ❝❛s❡ ✭❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ✜❣✳ ✺✳✶✷✮

▲✐❣❤t♥✐♥❣ ❘❡❝❡♣t♦r ❉❛♠❛❣❡❞

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐❣❤t♥✐♥❣ str✐❦❡s ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✢♦✇❝❤❛rts ♣r❡s❡♥t ✐♥

✜❣✉r❡s ✺✳✷✷ ❛♥❞ ✺✳✷✸✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ♥❡①t✳ ❚♦ ❝♦rr❡❝t❧② ✐❞❡♥t✐❢② ▲❘❉✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♣r♦❝❡❡❞

✇✐t❤ ❛ ❝✐r❝❧❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❝✐r❝❧❡s✳ ❚❤✐s ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜② t❤❡ ✉s❛❣❡ ♦❢ ❍♦✉❣❤

❝✐r❝❧❡s tr❛♥s❢♦r♠✱ ✇✐t❤ r❛❞✐✉s r❛♥❣✐♥❣ ✐♥ ❬✷✵✱ ✷✵✵❪ ♣✐①❡❧s✳ ❚❤✐s r❛♥❣❡ ❡♥s✉r❡s s♦♠❡ r♦❜✉st♥❡ss t♦ ✜♥❞✐♥❣

❧✐❣❤t♥✐♥❣ r❡❝❡♣t♦rs ♦❢ ❛♥② s✐③❡✳ ❲❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❍♦✉❣❤ ❝✐r❝❧❡ tr❛♥s❢♦r♠ ✐♥ MATLAB✱ ✉s✐♥❣ ✜♥❞❝✐r❝❧❡s

❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ r❡q✉✐r❡❞ t♦ s♣❡❝✐❢② ❛ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❍✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ s❡♥s✐t✐✈✐t② ✇✐❧❧ r❡s✉❧t ✐♥
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❧❡ss ❞❡t❡❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ❆ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ✵✳✽✺ ✐s ❤✐❣❤❡r ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❞❡t❡❝t ❧✐❣❤t♥✐♥❣ r❡❝❡♣t♦rs✱ ❜✉t

♥♦t ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❞❡t❡❝t ♥♦♥❡①✐st❡♥t ❝✐r❝❧❡s✳

■❢ ❛ ❝✐r❝❧❡ ✐s ❢♦✉♥❞✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ t❤❡♥ ❡✈❛❧✉❛t❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❧✐❣❤t♥✐♥❣ r❡❝❡♣t♦r ✐s ❞❛♠❛❣❡❞ ♦r ♥♦t✳

❚✇♦ t②♣❡s ♦❢ ▲❘❉ ✇❤❡r❡ ❛❧r❡❛❞② ❡st❛❜❧✐s❤ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✺✿ ❧✐❣❤t♥✐♥❣ r❡❝❡♣t♦r ❝♦✈❡r❡❞ ♦r ✇✐t❤ ♣❡❡❧✐♥❣✴❝r❛❝❦

✐♥ ✐ts s✉rr♦✉♥❞✐♥❣✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✷✿ ▲❘❉ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡rs ✹ ✐s t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ❡①tr❛❝t ❞❛r❦ ❢❡❛t✉r❡s
s✉❜✲♠♦❞✉❧❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✭s❡❡ ✜❣✳ ✺✳✽✮✳ ❚❤❡ ✧❙t❛rt ❆✧ ❜❧♦❝❦ ✐s ❛ s✉❜✲♠♦❞✉❧❡ ✭s❡❡ ✜❣✳ ✺✳✷✸✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✸✿ ❙t❛rt ❆ s✉❜✲♠♦❞✉❧❡ ❢r♦♠ ▲❘❉ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❡ ❛❧❣♦rt✐❤♠
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❚♦ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r ✐t ✐s ❝♦✈❡r❡❞ ♦r ❤❛s ❛ ❝r❛❝❦✱ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ❛r❡❛ ✐s s❡❣♠❡♥t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❣r❛②s❝❛❧❡ ✐♠❛❣❡✳

❋♦r t❤❡ ❝♦✈❡r❡❞ ❝❛s❡✱ ❛ s❡❛r❝❤ ❢♦r s♠❛❧❧❡r ❝✐r❝❧❡s ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳ ■❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞♦❡s ♥♦t ✜♥❞✱ ❡①❛❝t❧②✱ ✷

❝✐r❝❧❡s ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r r❛❞✐✉s✱ t❤❡♥ t❤❡ ❧✐❣❤t♥✐♥❣ r❡❝❡♣t♦r ✐s ♣r♦❜❛❜❧② ❝♦✈❡r❡❞ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ▲❘❉✳

❙♠❛❧❧❡r ❝✐r❝❧❡s ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❤❛✈❡ r❛❞✐✉s ✐♥ r❛♥❣❡ ♦❢ ✶✵✪ t♦ ✸✵✪ ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t♥✐♥❣ r❡❝❡♣t♦r r❛❞✐✉s✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝r❛❝❦s✱ t❤❡ s❡❛r❝❤ ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ ❝✐r❝❧❡ ✇❛s ♠❛❞❡ ❢♦r ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ✼✵✪ t♦ ✾✵✪ ♦❢ t❤❡

❧✐❣❤t♥✐♥❣ r❡❝❡♣t♦r r❛❞✐✉s✳ ❲❤❡♥❡✈❡r ❛ ❧❛r❣❡ ❝✐r❝❧❡ ✐s ❢♦✉♥❞✱ t❤❡ ❧✐❣❤t♥✐♥❣ r❡❝❡♣t♦r ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❝r❛❝❦ ✐♥

✐ts s✉rr♦✉♥❞✐♥❣✳ ❚❤✐s str❛t❡❣② ✇♦r❦s ❜❡❝❛✉s❡ ✇❤❡♥ ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ ❝✐r❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❡✱

❝r❛❝❦s ❛r❡ ♠❡r❣❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❧✐❣❤t♥✐♥❣ r❡❝❡♣t♦r ❜❧♦❜ ❛r❡❛ ❛♥❞ s♦ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡ tr✉❡ ❧✐❣❤t♥✐♥❣

r❡❝❡♣t♦r ✐♥ ✐ts ✐♥t❡r✐♦r✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✹ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❧✐❣❤t♥✐♥❣ r❡❝❡♣t♦r ❝♦✈❡r❡❞ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ ❝r❛❝❦

s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ✐t✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r✐♦r ❛♥❞ ✐♥t❡r✐♦r ❝✐r❝❧❡s✱ ✉s✐♥❣ ❍♦✉❣❤ tr❛♥s❢♦r♠✳

▲❛st❧②✱ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❢♦r ♣❡❡❧✐♥❣✱ t❤❡ ❛r❡❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧✐❣❤t♥✐♥❣ r❡❝❡♣t♦r ❢♦✉♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst

❝✐r❝❧❡ s❡❛r❝❤ ✐s r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❝✐r❝❧❡s ❜✐♥❛r② ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✇✐❧❧ ❞✐❝t❛t❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢

♣❡❡❧✐♥❣✱ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❛r❡❛ ♦❢ t❤✐s s✉❜tr❛❝t✐♦♥✳ ❆♥② ❛r❡❛ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✽✵✵ ♣✐①❡❧s r❡✈❡❛❧s

♣❡❡❧✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❧✐❣❤t♥✐♥❣ r❡❝❡♣t♦r s✉rr♦✉♥❞✐♥❣✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✺ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❧✐❣❤t♥✐♥❣ r❡❝❡♣t♦r ✇✐t❤

♣❡❡❧✐♥❣ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ✐t✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r✐♦r ❝✐r❝❧❡✱ s♠❛❧❧ ✐♥t❡r✐♦r ❝✐r❝❧❡s ✭♠❡❛♥✐♥❣ ✐t ✐s

♥♦t ❝♦✈❡r❡❞✮ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣❡❡❧✐♥❣ ❛r❡❛✳

✭❛✮ ❖r✐❣✐♥❛❧ ❣r❛②s❝❛❧❡ ✭❜✮ ❊①t❡r✐♦r ❝✐r❝❧❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✭❝✮ ■♥t❡r✐♦r ❧❛r❣❡ ❝✐r❝❧❡ ❞❡t❡❝t❡❞

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✹✿ ❈r❛❝❦ ✐♥ ▲❘❉ ❝❛s❡

✭❛✮ ❖r✐❣✐♥❛❧ ❣r❛②s❝❛❧❡ ✭❜✮ ❊①t❡r✐♦r ❝✐r❝❧❡ ❢r♦♠ ❡♥✲
❤❛♥❝❡❞ ❝✐r❝❧❡s ❞❡t❡❝t❡❞

✭❝✮ ■♥t❡r✐♦r s♠❛❧❧ ❝✐r❝❧❡s ❞❡✲
t❡❝t❡❞

✭❞✮ ❘❡s✉❧t ♦❢ r❡♠♦✈✐♥❣ ❡①t❡✲
r✐♦r ❝✐r❝❧❡ ❢r♦♠ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❝✐r✲
❝❧❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✺✿ P❡❡❧✐♥❣ ✐♥ ▲❘❉ ❝❛s❡

✻✺



✺✳✶✳✹ ◆♦♥✲▼❛①✐♠✉♠ ❙✉♣♣r❡ss✐♦♥

❆s t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r❡s❡♥ts ♠❡t❤♦❞s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② ❢♦r ❡❛❝❤ ❞❛♠❛❣❡ t②♣❡✱ ✇❤❡♥

❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛❧❧ t♦❣❡t❤❡r s♦♠❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✇❛s ♥♦t✐❝❡ ✱ ✐✳❡✳✱ s✐♥❝❡ ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❞✐❞ ♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦

❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦t❤❡rs ❞❛♠❛❣❡s✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r t❤♦s❡ t♦ ♠✐s❧❡❛❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✐♥❝♦rr❡❝t ♦r r❡❞✉♥✲

❞❛♥t ❞❡t❡❝t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❛t s❡♥s❡✱ ❛ ♥♦♥✲♠❛①✐♠✉♠ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞

❝♦♥s❡q✉❡♥t ❛❝t✐♦♥s✱ ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s✉✣❝✐❡♥t ❡♥♦✉❣❤ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ♥♦t r✉✐♥✐♥❣ r❡❝❛❧❧✿

✶✳ ❊q✉❛❧ ❧❛❜❡❧ ✰ IoUmin
✶ = 1 =⇒ s♠❛❧❧❡r ❛r❡❛ ✐s ❢✉❧❧② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜✐❣❣❡st ♦♥❡✳ ❘❡♠♦✈❡ s♠❛❧❧ ❛r❡❛✳

✷✳ ❊q✉❛❧ ❧❛❜❡❧ ✰ 1
3 < IoUmin < 1 =⇒ ♠❡r❣❡ ❜♦t❤ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦①❡s t♦ ❝♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ❛r❡❛✳

✸✳ ▲❙ ✈s ♣❡❡❧✐♥❣✴❝r❛❝❦ ✰ IoUmin > 1
3 =⇒ r❡♠♦✈❡ ♣❡❡❧✐♥❣✴❝r❛❝❦✳

✹✳ ▲❘❉ ✈s ♣❡❡❧✐♥❣✴❝r❛❝❦ ✰IoUmin > 1
3 =⇒ r❡♠♦✈❡ ♣❡❡❧✐♥❣✴❝r❛❝❦✳

✺✳ ❈r❛❝❦ ✈s ♣❡❡❧✐♥❣ ✰ IoUmin > 1
3 =⇒ r❡♠♦✈❡ ♣❡❡❧✐♥❣✳

✺✳✶✳✺ ❘❡s✉❧ts

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡ ❈❱❆ ✇❛s r❛♥ ❢♦r t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛s❡t ❛❧r❡❛❞② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥

s❡❝t✐♦♥ ✹✳ ❚❛❜❧❡ ✺✳✷ s❤♦✇s t❤❡ r❡❝❛❧❧ ❛♥❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❞❛♠❛❣❡ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞

♣r❡✈✐♦✉s❧②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ❞✐s♣❧❛②❡❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤♦✉t ✉s✐♥❣ ◆▼❙✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t✐❝❡

t❤❛t t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ♣r❡s❡♥t ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ s❝♦r❡s ❢♦r t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛♥❞ s♦ t❤❡ ♠❆P ♠❡tr✐❝ ❞❡s❝r✐❜❡❞

✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳

❋✐rst✱ ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ r❡❝❛❧❧ ✈❛❧✉❡s✱ t❤❡ ♣❡❡❧✐♥❣ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❧♦✇❡st ✈❛❧✉❡✱ ✇❤✐❝❤ tr❛♥s❧❛t❡s ❛ ♣♦♦r

❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❝❛s❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❞❛♠❛❣❡s r❡❝❛❧❧ s❤♦✇ t❤❛t ❛t ❧❡❛st

❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤s ✇❡r❡ ❞❡t❡❝t❡❞✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ▲❙ ❝❛s❡✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡t❡❝t❡❞ ❝♦rr❡❝t❧② ❛❧❧ t❤❡ ❣r♦✉♥❞

tr✉t❤ ❝❛s❡s✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ◆▼❙ ✐♠♣r♦✈❡❞ s❧✐❣❤t❧② t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ♣❡❡❧✐♥❣✱ ❝r❛❝❦ ❛♥❞ ▲❙ ❞❛♠❛❣❡s✱

✇❤✐❧❡ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ r❡❝❛❧❧ ✈❛❧✉❡s✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ♣❡❡❧✐♥❣ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐s st✐❧❧ ♣r❡tt② ❧♦✇✱ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞

t♦ ♦t❤❡r ❞❛♠❛❣❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳

❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ✜♥❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✢❛✇s✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ✈✐s✉❛❧❧② ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ r❡s✉❧ts✳

✶❚❤✐s ✐s ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✸✳✻✮✱ ✇❤❡r❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ❛r❡❛ ✐♥ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ❛r❡❛ ❜❡t✇❡❡♥
❜♦t❤ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦①❡s ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

✻✻



❉❛♠❛❣❡ t②♣❡
Recall(%) Precision(%)

❲✐t❤♦✉t ◆▼❙ ◆▼❙ ❲✐t❤♦✉t ◆▼❙ ◆▼❙
P❡❡❧✐♥❣ ✷✷✳✷✷ ✷✷✳✷✷ ✷✳✷✶ ✹
❈r❛❝❦ ✺✶✳✽✺ ✺✶✳✽✺ ✶✽✳✹✷ ✷✷✳✾✺
❋✉♥❣✐ ✺✻✳✷✺ ✺✻✳✷✺ ✹✺ ✹✺
▲❙ ✶✵✵ ✶✵✵ ✸✶✳✷✺ ✹✸✳✹✽
▲❘❉ ✺✵ ✺✵ ✻✷✳✺✵ ✻✷✳✺✵

❚❛❜❧❡ ✺✳✷✿ ❆✈❡r❛❣❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❢♦r t❡st ❞❛t❛s❡t

❋✐❣✉r❡s ✺✳✷✻✱ ✺✳✷✼✱ ✺✳✷✽✱ ✺✳✷✾ ❛♥❞ ✺✳✸✵ s❤♦✇ s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ✉♥s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❞❡t❡❝t✐♦♥s✳ ▲❡❢t s✐❞❡ ✐♠❛❣❡s

❞✐s♣❧❛② t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♠❛❞❡ ❜② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ✉s❡❞ ❢♦r

❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ❊❛❝❤ ❞❛♠❛❣❡ t②♣❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② ✐ts ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦① ❝♦❧♦r✳ ▲♦♦❦✐♥❣ ❛t ✜❣✉r❡ ✺✳✷✻ ❛♥❞

❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♠❛❞❡ ❜② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❞❡t❡❝t✐♦♥s ✐t ✐s ❝♦♥❝❧✉s✐✈❡ t❤❛t

♠❛♥② ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✱ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t r❡❛s♦♥s✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❛t✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ❝♦rr❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥s ✐♥

t❤❡s❡ ❡①❛♠♣❧❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥t✱ t❤❡ ♣❡❡❧✐♥❣ ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✾✱ ❝r❛❝❦s ♣r❡s❡♥t ✐♥ ✜❣✉r❡s ✺✳✷✽ ❛♥❞ ✺✳✸✵

❛♥❞ t❤❡ ▲❙ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✼✳

❋✐rst✱ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❡ ✇❛s ♥♦t ❛❝❝✉r❛t❡✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡r❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦ ❞❡t❡❝t✐♦♥s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡

❜❧❛❞❡ ❛r❡❛✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ ✭②❡❧❧♦✇✮ ❛♥❞ ▲❙ ✭❜❧✉❡✮ ❞❛♠❛❣❡s✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡

♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❡❡❧✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✭♦r❛♥❣❡✮ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✽✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ st✐❝❦❡rs ✐♥ t❤❡ ❜❧❛❞❡

✇❛s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥❞ s♦ ✐♥❞✉❝❡s t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ✉♥✇❛♥t❡❞ ❡❞❣❡s ❞❡t❡❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❛✛❡❝ts

t❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t✳ ❙t✐❝❦❡rs ✉s✉❛❧❧② ♣r♦❞✉❝❡ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡s ✐♥ t❤❡ ♣❡❡❧✐♥❣ ❝❧❛ss ✭✜❣✳ ✺✳✷✻ ❛♥❞ ✺✳✷✼✮✱ ❜✉t t❤❡

s❛♠❡ ❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥ ❢♦r ♦t❤❡r ❝❧❛ss❡s✱ ❛s t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ▲❘❉ ✭♣✉r♣❧❡✮ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✽✳ ❚❤✐r❞✱ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡

❢✉♥❣✐ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦① ✭❣r❡❡♥✮ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✱ ✐t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤

t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s ❝♦rr❡❝t✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦① ✐s ♥♦t ❛s t✐❣❤t ✜t ❛❞❥✉st❡❞ t♦ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❛r❡❛ ❛s t❤❡

❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❚❤✐s ✇❛s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥s t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ ❧♦✇ ■♦❯

t❤r❡s❤♦❧❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐①✿ t❤❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦① ❛❞❥✉st♠❡♥t s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t

❢❛❝t♦r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ❛❜❧❡ t♦ ❞❡t❡❝t tr✉❡ ❞❛♠❛❣❡s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ♣r❡s❡♥t

✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✱ ❡✳❣✳✱ t❤❡ ✉♣♣❡r ♣❡❡❧✐♥❣ ❞❛♠❛❣❡ ❞❡t❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❧❛❜❡❧❧✐♥❣ t❤❡

❞❛t❛s❡t ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❡rr♦rs✱ ❧✐❦❡ ♠✐ss✐♥❣ s♦♠❡ ❞❛♠❛❣❡s✳ ❆♥♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤✐s ❝❛s❡ ✐s t❤❡ ❝r❛❝❦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✾✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦rr❡❝t ❜✉t ✐s ♥♦t ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✱ s♦ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ✜❣✉r❡ ✺✳✸✵✱ ♦♥❡ ♥♦t✐❝❡s t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❡♥❞s t♦ ❝❛♣t✉r❡ ❞❛r❦❡r s❤❛❞♦✇s ❛s ▲❙✳

❙✉❝❤ r❡s✉❧t ✐s ❧♦❣✐❝❛❧ s✐♥❝❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛♥② ❧❛r❣❡ ❞❛r❦❡r ❛r❡❛ ❛s ▲❙✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ✐❧❧✉✲

♠✐♥❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ❛ ❦❡② ❢❛❝t♦r ❢♦r ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢❡❛t✉r❡s ♣r❡s❡♥t r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s❧❛t✐♦♥

✐♥✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❜✉t ♦t❤❡rs ❢❛❝t♦rs s✉❝❤ ❛s ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥✱ s❝❛❧❡ ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♠❛② ❛❧s♦ ❛✛❡❝t t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ■❢

✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ s♦♠❡❤♦✇ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇♦✉❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡✳

✻✼



✭❛✮ ❈❱❆♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✭❜✮ ●r♦✉♥❞tr✉t❤

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✻✿ ❈❱❆ ✐♥❝♦rr❡❝t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✿ ❡①❛♠♣❧❡ ✶

✭❛✮ ❈❱❆♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✭❜✮ ●r♦✉♥❞tr✉t❤

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✼✿ ❈❱❆ ✐♥❝♦rr❡❝t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✿ ❡①❛♠♣❧❡ ✷

✭❛✮ ❈❱❆♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✭❜✮ ●r♦✉♥❞tr✉t❤

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✽✿ ❈❱❆ ✐♥❝♦rr❡❝t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✿ ❡①❛♠♣❧❡ ✸

✻✽



✭❛✮ ❈❱❆♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✭❜✮ ●r♦✉♥❞tr✉t❤

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✾✿ ❈❱❆ ✐♥❝♦rr❡❝t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✿ ❡①❛♠♣❧❡ ✹

✭❛✮ ❈❱❆♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✭❜✮ ●r♦✉♥❞tr✉t❤

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✵✿ ❈❱❆ ✐♥❝♦rr❡❝t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✿ ❡①❛♠♣❧❡ ✺

✺✳✷ ❉❡❡♣ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❋❛st❡r ❘✲❈◆◆✱ t♦ ❞❡t❡❝t ❞❛♠❛❣❡s ✐♥ ❛ ❞❛t❛s❡t

❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡ ❜❧❛❞❡s ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡s✳ ❚❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❡♥s♦r❋❧♦✇✱ ✉s✐♥❣

❛ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ■♥t❡r❢❛❝❡ ✭❆P■✮✳ ❋♦r ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣✱ ❛ ❜r✐❡❢ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢

❚❡♥s♦r❋❧♦✇ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❈✳

❆s tr❛♥s❢❡r ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✱ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❞❛t❛s❡t ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✲tr❛✐♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳

✺✳✷✳✶ Pr❡✲❚r❛✐♥✐♥❣ ❉❛t❛s❡t

❈♦♠♠♦♥ ❖❜❥❡❝ts ✐♥ ❈❖♥t❡①t ✭❈❖❈❖✮ ✐s ❛ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❞❛t❛s❡t✱ ♦♣❡♥ ❢♦r ✐♠❛❣❡ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥✲

t❛t✐♦♥s✳ ❈❖❈❖ ❞❛t❛s❡t ✐s ✉s❡❞ t♦ t❛❝❦❧❡ ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ s❝❡♥❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ♠❡❛♥✐♥❣ ✐s ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡

✻✾



❢♦r ❋❛st❡r ❘✲❈◆◆ tr❛✐♥✐♥❣✳ ❆❧s♦✱ ✐t ✇❛s ❝r❡❛t❡❞ ✇✐t❤ ♣r✐♦r✐t② t♦ ♥♦♥✲✐❝♦♥✐❝ ✐♠❛❣❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡❞

t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❜❡tt❡r ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t♦r ❬✺✷❪✳ ◆♦♥✲✐❝♦♥✐❝ ✐♠❛❣❡s ♣r❡s❡♥t ♦❜❥❡❝ts ✐♥ ❛

♥❛t✉r❛❧ ❝♦♥t❡①t ❛♥❞ ❢r♦♠ ♥♦♥✲❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ✐♠❛❣❡s r✐❝❤ ✐♥ ❝♦♥t❡①t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱

❡♥❛❜❧✐♥❣ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ t♦ ✜♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✇❤❡r❡ t❤❡② ❛r❡ ✉s✉❛❧❧②

♣r❡s❡♥t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♥♦♥✲✐❝♦♥✐❝ ✐♠❛❣❡s t❡♥❞ t♦ ❝♦♥t❛✐♥ ♠♦r❡ ♦❜❥❡❝t ✐♥st❛♥❝❡s ♣❡r ✐♠❛❣❡ t❤❛♥ ✐❝♦♥✐❝ ♦♥❡s✱

✇❤✐❝❤ ✐s ✈✐s✐❜❧❡ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❞❛t❛s❡ts✳ ■♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❛♣❡r✱ ❬✸✵❪✱ ❈❖❈❖ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✸✳✺

❝❛t❡❣♦r✐❡s ❛♥❞ ✼✳✼ ♦❜❥❡❝t ✐♥st❛♥❝❡s ♣❡r ✐♠❛❣❡✱ ✇❤✐❧❡ ❜♦t❤ ■♠❛❣❡◆❡t ❛♥❞ P❆❙❈❆▲ ❱❖❈ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ❧❡ss

t❤❛♥ ✷ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ❛♥❞ ✸ ♦❜❥❡❝t ✐♥st❛♥❝❡s ♣❡r ✐♠❛❣❡✳ ❍❛✈✐♥❣ t❤✐s s❛✐❞✱ ❈❖❈❖ ❞❛t❛s❡t ✐s ❛ r❡❧✐❛❜❧❡ ❞❛t❛s❡t

❢♦r ❛♣♣❧②✐♥❣ tr❛♥s❢❡r ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ◆♦✇❛❞❛②s✱ ❈❖❈❖ ❝♦♥t❛✐♥s ♠♦r❡ t❤❛♥ ✷✵✵ t❤♦✉s❛♥❞ ❧❛❜❡❧❡❞

✐♠❛❣❡s✱ ✇✐t❤ r♦✉❣❤❧② ✶✳✺ ♠✐❧❧✐♦♥ ♦❜❥❡❝t ✐♥st❛♥❝❡s✱ s♣r❡❛❞ ❛❝r♦ss ✽✵ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✳

✺✳✷✳✷ ❍②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs ❙❡❧❡❝t✐♦♥

❍②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r✳ ❚❤❡✐r ✈❛❧✉❡s s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❛② ✐♥✢✉❡♥❝❡

s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ■♥ ❛ t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ ❛ r❡s❡❛r❝❤❡r s❤♦✉❧❞ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡

s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ❛ ♥❡t✇♦r❦ t♦ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❨❡t✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s r❡str✐❝t❡❞ t♦

t❤❡ ✉s❛❣❡ ♦❢ ♦♥❧② ✶ ●P❯♠❛❝❤✐♥❡✱ t❤✐s ❡①❤❛✉st✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ❞✐❞ ♥♦t t❛❦❡ ♣❧❛❝❡✳ ■♥st❡❛❞✱ t❤❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs

✇❡r❡ r❡✉s❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✲tr❛✐♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❑♥♦✇✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs ❛❝❤✐❡✈❡❞ st❛t❡✲♦❢✲❛rt r❡s✉❧ts

✐♥ t❤❡ ❈❖❈❖ ❞❛t❛s❡t✱ t❤❡ ❝❤❛♥❝❡s ♦❢ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♥❡✇ ❞❛t❛s❡t ❛r❡ ❤✉❣❡✳

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ s♦♠❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ ❛❧r❡❛❞② ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✱ ✇❤✐❧❡ ♦t❤❡rs ✇❡r❡ ♥♦t✳ ❚❛❜❧❡

✺✳✸ s✉♠♠❛r✐③❡s ❛❧❧ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❚❤❡ ♥❡✇ ❧❛②❡rs ✇❡✐❣❤ts r❡❢❡r t♦ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❆s ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❧❡❛r♥❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♣r❡✲tr❛✐♥✐♥❣✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❢r♦♠ t❤❡ ♥❡✇ ❧❛②❡rs ❛r❡ s❡t t♦ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■♥

❋❛st❡r ❘✲❈◆◆ t❤❡s❡ ❧❛②❡rs ❛r❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❧❛②❡rs ❢r♦♠ ❘P◆ ❛♥❞ ❋❛st ❘✲❈◆◆✳ ❆❧❧

t❤❡ ♦t❤❡r ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ r❡✉s❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♣r❡✲tr❛✐♥❡❞ ♠♦❞❡❧✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐✲❜❛t❝❤ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❘P◆ ❧♦ss✱ ✐t ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ 1 : 1 r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥

♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❘♦■s✷✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❡r❡ ❛r❡ ✶✷✽ ♦❢ ❡❛❝❤ ❦✐♥❞✳ ❨❡t✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡s ✐s

❛❧✇❛②s s✉♣❡r✐♦r t♦ ♣♦s✐t✐✈❡s✱ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡r❡ ✐s ❧❛❝❦ ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡s t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ✶✷✽✱ ♥❡❣❛t✐✈❡s ❛r❡ ♣❛❞❞❡❞ t♦

✜❧❧ t❤❡ ❣❛♣✳ ❚❤✐s ❛s②♠♠❡tr② ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡s ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡s ✐s ❛♥♦t❤❡r r❡❛s♦♥ t♦ ✉s❡ ♠✐♥✐✲❜❛t❝❤❡s✳ ■❢ ♦♥❡ ✉s❡❞

❛❧❧ ❘♦■s ❢r♦♠ ❛♥ ✐♠❛❣❡✱ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✇♦✉❧❞ ❞r✐✈❡ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t ✇❤✐❧❡ r❡❧②✐♥❣ ♠♦st❧② ♦♥ ♥❡❣❛t✐✈❡

❘♦■s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉♥❞❡s✐r❡❞✳

❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ λ✱ t♦♦❦ ✐♥t♦ ❛tt❡♥t✐♦♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❜♦t❤

❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❧♦ss❡s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② ✷✺✻ ❛♥❞ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✐s

✷❚❤❡ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❤❛♣♣❡♥s ✐♥ ❘P◆ ❛♥❞ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✸✳✺

✼✵



♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② r♦✉❣❤❧② ✷✹✵✵✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✶✵ ✇♦✉❧❞ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❛ ❣♦♦❞ ❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱

t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇❛s ✐♥s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡

r❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛❧✉❡s✳ ▲❛st❧②✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❞✐❞ ♥♦t ♠❡♥t✐♦♥ t❤❡ r❡❛s♦♥s t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t t❤r❡s❤♦❧❞ ♦❢

✶✵✱ ❜✉t ✐t ♠❛② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❧✐❡❞ ♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✳

❍②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs

◆❡✇ ❧❛②❡rs ✇❡✐❣❤t ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ③❡r♦✲♠❡❛♥ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤
st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✵✳✵✶

❘❡s◆❡t✲✶✵✶ ❈♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ▲❛②❡rs ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡s ✸✳✶✶ ❛♥❞ ✸✳✶✷
❘❡s◆❡t✲✶✵✶ ▼❛① P♦♦❧✐♥❣ ▲❛②❡r ✜❧t❡r s✐③❡✭✇ × ❤✮✿ ✷ × ✷✱ str✐❞❡✿ ✷
❘P◆ ❛♥❝❤♦rs t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r ♣♦s✐t✐✈❡ ❧❛❜❡❧✿ IoU > 0.7✱

t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ❧❛❜❡❧✿ IoU < 0.3✱
❛r❡❛s✿ ✭1282✱ 2562✱ 5122✮ r❛t✐♦s✿ ✭1 : 1✱
1 : 2✱ 2 : 1✮

❘❖■ P♦♦❧✐♥❣ ▲❛②❡r ✜❧t❡r s✐③❡✭✇ × ❤✮✿ wROI

7 × hROI

7 ✱ str✐❞❡✿
wROI

7
❍✐❞❞❡♥ ▲❛②❡r✿ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❘❡▲❯
❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ▲❛②❡r✿ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❙♦❢t♠❛①
❘❡❣r❡ss✐♦♥ ▲❛②❡r✿ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❘❡❣r❡ss✐♦♥
●r❛❞✐❡♥t ❉❡s❝❡♥t ✇✐t❤ ❇❛❝❦♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❧❡❛r♥✐♥❣ r❛t❡ η✿ 0.0003✱ ♠♦♠❡♥t✉♠ α✿

0.9✱ ♠✐♥✐✲❜❛t❝❤ s✐③❡ ▼✿ 256✱ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣
♣❛r❛♠❡t❡r λ✿ 10✱ ❣❧♦❜❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t ♥♦r♠
t❤r❡s❤♦❧❞✿ ✶✵

❚❛❜❧❡ ✺✳✸✿ ❍②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❋❛st❡r ❘✲❈◆◆✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❛♣❡r ❬✸✾❪

✺✳✷✳✸ ■♥♣✉t ❘❡s✐③✐♥❣

❋❛st❡r ❘✲❈◆◆ ❤❛s t❤❡ ♣❡❝✉❧✐❛r✐t② ♦❢ ✇♦r❦✐♥❣ ✐♥ ❞❛t❛s❡ts ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s✳

❚♦ ❞♦ ✐t✱ ❋❛st❡r ❘✲❈◆◆ r❡s✐③❡s ✐♠❛❣❡s s♦ t❤❛t t❤❡ s❤♦rt❡r s✐❞❡ ❤❛s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ✻✵✵ ♣✐①❡❧s✱ ✇❤✐❧❡

♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣✱ ✐❢ ♣♦ss✐❜❧❡✱ t❤❡ ❛s♣❡❝t r❛t✐♦✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ❧♦♥❣❡st s✐❞❡ ✐s r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ✶✵✷✹

♣✐①❡❧s✳ ❆♥ ✐♠❛❣❡ ♦❢ s✐③❡ 5120× 3415 ✐s r❡s✐③❡❞ t♦ 900× 600✳

❆ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❛r✐s❡ ❢r♦♠ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ✉s❡❞ ❤❛s ✐♠❛❣❡s r♦✉❣❤❧② ✷✽ t✐♠❡s ❜✐❣❣❡r

t❤❛♥ t❤❡ r❡s✐③❡❞ ♦♥❡s✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s s♠❛❧❧ ♦❜❥❡❝ts ✇✐❧❧ ❜❡ r❡s✐③❡❞✱ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡

❧♦st ❛s t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❜❧✉rs ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✳

✺✳✷✳✹ ❉❛t❛ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥

❉❛t❛ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s s✐♠♣❧❡ ✐♠❛❣❡ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ❡♥❧❛r❣❡ t❤❡ ❞❛t❛s❡t✳ ❚❤✐s

❜❡❝♦♠❡s ❡①tr❡♠❡❧② ❤❛♥❞② ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ❞❛t❛s❡ts✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳ ■♥ t❤❛t

s❡♥s❡✱ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ st❛❣❡ ✸ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❢♦r ❞❛t❛ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇❡r❡ r❛♥❞♦♠❧② ❛♣♣❧✐❡❞✿ ❤♦r✐③♦♥t❛❧

✢✐♣✱ ❜r✐❣❤t♥❡ss ❛❞❥✉st♠❡♥t ❛♥❞ ❝♦♥tr❛st ❛❞❥✉st♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡

✼✶



❝❤❛♥❝❡s ♦❢ ❋❛st❡r ❘✲❈◆◆ ♦✈❡r✜tt✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛s❡t✳

✺✳✷✳✺ ❘❡s✉❧ts

❚❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✇❛s s❡t t♦ ❛ t♦t❛❧ ♦❢ ✸✵✵❑ st❡♣s✱ ❞✉r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❛t❛s❡t ✇❛s ❡✈❛❧✉❛t❡❞

❛t ❡✈❡r② ✶✵❑ st❡♣s✳ ❚❤✐s ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ♦✈❡r✜tt✐♥❣ ♦r ♥♦t✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡ t❤❡ ❧♦ss ✐s ❛❧s♦ ❛ ❣♦♦❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ ❛s ✐t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡

❡rr♦r ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛s❡t✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ ♥♦ ❧❛②❡rs ✇❡r❡ ❢r♦③❡♥

❞✉r✐♥❣ tr❛✐♥✐♥❣✳

❚❤❡ ❧♦ss ✇❛s st♦r❡❞ ✐♥ ♠❡♠♦r② ❡✈❡r② ✶✵✵ st❡♣s ❛♥❞ ✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✸✶✳ ❆ s♠♦♦t❤❡❞ ❧♦ss

✇❛s ❛❧s♦ ❝♦♠♣✉t❡❞✱ t♦ ❜❡tt❡r ✈✐s✉❛❧✐③❡ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ❧♦ss ✈❛❧✉❡s✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❧♦ss ♣r❡s❡♥ts ♠❛♥②

♣❡❛❦ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡❝r❡❛s❡ ❛s t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❡✈♦❧✈❡s✳ ❚❤❡s❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛r❡

❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❛t❝❤ s✐③❡ ♦❢ ✶ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❋❛st❡r ❘✲❈◆◆✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡

❧♦ss ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛❢t❡r s❡✐♥❣ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡✱ ❝❛✉s✐♥❣ ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ❚❤❡ s♠♦♦t❤❡❞

❧♦ss ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❙❛✈✐t③❦② ✲ ●♦❧❛② ✜❧t❡r ❬✹✸❪✳ ❚❤✐s ❞✐❣✐t❛❧ ✜❧t❡r ❣♦❡s t❤r♦✉❣❤ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ❛♥❞

❝♦❧❧❡❝ts ❛ ✇✐♥❞♦✇✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣♦✐♥t ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s✳ ❍❛✈✐♥❣ t❤✐s✱ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥

♦❢ ♣♦✐♥ts ✐s ✜tt❡❞ ❜② ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♣♦✐♥t ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②

t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s♠♦♦t❤❡❞ ❧♦ss✱ ❛ ✇✐♥❞♦✇ ✇✐❞t❤ ♦❢ ✷✵✶ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❛ t❤✐r❞ ❞❡❣r❡❡

♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t♦ ✜t ❡❛❝❤ ✇✐♥❞♦✇ ✐t ✇❡r❡ ❝❤♦s❡♥✳ ❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ✇❡r❡ ❝❤♦s❡♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❝❡r♥ ♦❢ ♥♦t ❧♦♦s✐♥❣

t♦♦ ♠✉❝❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ ✜❣✉r❡ ✺✳✸✶✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❧♦ss ❣❧♦❜❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s❡s✱ ✐t ✐s ❝♦♥❝❧✉s✐✈❡ t❤❛t✱ ✇❤✐❧❡ tr❛✐♥✐♥❣✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧

❧❡❛r♥❡❞ ❤♦✇ t♦ ❛❞❛♣t t♦ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛s❡t✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✷ ❣❛t❤❡rs t❤❡ ♠❆P ♦❢ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞

❞✉r✐♥❣ tr❛✐♥✐♥❣✱ ❢♦r t❤❡ r❛♥❣❡ ✺✵❑ t♦ ✸✵✵❑ st❡♣s✳

■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❝❤❡❝❦ ✐❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ r❡❛❝❤❡❞ ♦✈❡r✜tt✐♥❣✱ s♦ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❛♥❛❧✐③❡ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤

t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❛t❛s❡t✳ ■t ✇❛s ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ ✺✵❑ st❡♣s ❢♦r tr❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❡ ✜rst

✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✇❛s ♦♥❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛❢t❡r t❤❛t ❛♠♦✉♥t ♦❢ tr❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ■♥ ❝❛s❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦✈❡r✜tt❡❞

✇✐t❤ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛s❡t✱ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♠❆P ✇♦✉❧❞ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ❛ ❝♦♥❝❧✉s✐✈❡ ✇❛②✱ ❜✉t t❤❛t ✐s ♥♦t t❤❡

❝❛s❡✳ ■♥st❡❛❞✱ ✐t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ s♠❛❧❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❆P✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❡❡♠s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❜❡tt❡r

✇✐t❤ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❛t❛s❡t ❜❡❢♦r❡ ♦✈❡r♣❛ss✐♥❣ ✽✵❑ st❡♣s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ♠❡❛♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ♦✈❡r✜tt✐♥❣ ✇✐t❤

t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛s❡t ❛❢t❡r t❤♦s❡ st❡♣s ✭s✐♥❝❡ t❤❡ ❧♦ss ❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ ❞❡❝r❡❛s❡✮✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧

tr❛✐♥❡❞ ❢♦r ✽✵❑ st❡♣s ✇❛s s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r ❧❛t❡r t❡st✐♥❣✳

✼✷



❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✶✿ ▲♦ss ✈❛❧✉❡ ❡✈❡r② ✶✵✵ tr❛✐♥✐♥❣ st❡♣s

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✷✿ ❊✈❛❧✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❛t❛s❡t ❡✈❡r② ✶✵❑ st❡♣s

✼✸



✼✹



❈❤❛♣t❡r ✻

❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❘❡s✉❧ts

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❣❛t❤❡rs t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❜♦t❤ ♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s✱

✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ t❡st ❞❛t❛s❡t✳

✻✳✶ ❚❡st✐♥❣ ❘❡s✉❧ts ❈❱❆

❚❤❡ ❈❱❆ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❛s r✉♥ ❢♦r t❤❡ t❡st ❞❛t❛s❡t ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳ ❖♥❡ s❤♦✉❧❞ r❡♠✐♥❞ t❤❛t ✐♠❛❣❡s

❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❡r♦s✐♦♥ ✇❡r❡ ❡①❝❧✉❞❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤✐s ❞❛♠❛❣❡ ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❢♦r ✐ts s♣❛❝✐❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥❞ ♥♦t

✐ts ❢❡❛t✉r❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ t❡st ❞❛t❛s❡t ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✻✳✶✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts

✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛s❡t ✭t❛❜❧❡ ✺✳✷✮✱ ✐t ✐s ❝♦♥❝❧✉s✐✈❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇♦rst

❢♦r t❤❡ t❡st ❞❛t❛s❡t✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ❜✉✐❧t ♦♥ ❢❡✇ ✐♠❛❣❡s✱ r❡❧❛t✐✈❡❧② t♦

t❤❡ t❡st ❞❛t❛s❡t s✐③❡✳ ■♥ t❤❛t s❡♥s❡✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs s❤♦✇❡❞ ❢❡❛s✐❜❧❡ r❡s✉❧ts ❞✉r✐♥❣

t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ t❤❡ s❛♠❡ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❡♥s✉r❡❞ ❢♦r t❡st✐♥❣✳ ❚❤❡ ❢✉♥❣✐ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❡❡♠s t♦ ❜❡ t❤❡ ♠♦r❡

r♦❜✉st✱ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞r♦♣s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ▲❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❝❤ ♦❜t❛✐♥❡❞

❛ 100% r❡❝❛❧❧ ❛♥❞ 43.48% ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t st❛❣❡✱ ❞r♦♣♣❡❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦♥

t❡st✐♥❣ st❛❣❡✳ ❋r♦♠ ❛❧❧ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡s✱ ▲❙ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇✐t❤ ❢❡✇ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢❡❛t✉r❡❞ ❢♦r

t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❡✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✺ ✇❛s ❛❧r❡❛❞② r❡❢❡r❡♥❝❡❞ t❤❛t t❤❡ ▲❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ❝❧❛ss✐❢②✐♥❣

❞❛r❦❡r s❤❛❞♦✇s ❛s ❛ ❞❛♠❛❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ✉s❡❞ ❛r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥✳

■♥ ❢❛❝t✱ ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ▲❙ ❛t t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❉✱ ✐t ✐s ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ✈❛r✐❡s

❣r❡❛t❧② ❢r♦♠ ❝❛s❡ t♦ ❝❛s❡✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❥✉st✐❢② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t

st❛❣❡ ✇❤❡r❡ ♥♦t s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✐♥ t❤✐s st❛❣❡✳

❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♣❡❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❝r❛❝❦ ❞❛♠❛❣❡s✱ t❤❡ ❜❛❞ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛ ❧❛❝❦ ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥

✐♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ P❡❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❝r❛❝❦s ❤❛✈❡ t❤❡ ♠♦st ✐rr❡❣✉❧❛r s❤❛♣❡s ❛♥❞ s✐③❡s✱ s♦ t❤❡ ✉s❛❣❡ ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧

❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐s ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❡♥s✉r❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ r❡s✉❧ts✳ ■♥ ❛♥ ♦✈❡r❛❧❧ ✈✐❡✇✱ ♦♥❧② t❤❡ ❢✉♥❣✐

✼✺



❛♥❞ ▲❘❉ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❡r❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧✱ ❜✉t t❤❡s❡ ❞❛♠❛❣❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ❡❛s✐❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② str♦♥❣ ❛♥❞ ❞✐ss✐♠✐❧❛r

❢❡❛t✉r❡s✳ ❚❤❡ ▲❘❉ ❝❧❛ss ❛❝❤✐❡✈❡❞ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts✱ ②❡t ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❛t ❛❧❧ ❞❛t❛s❡ts

♣r❡s❡♥t❡❞ ❢❡✇ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ ▲✐❣❤t♥✐♥❣ r❡❝❡♣t♦rs ✐♥ ❣♦♦❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❡ r❡s✉❧ts ♠❛② ♥♦t ❜❡

❝♦♥❝❧✉s✐✈❡✱ ❛s t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡t❡❝t✐♥❣ ❛♥② ❧✐❣❤t♥✐♥❣ r❡❝❡♣t♦r✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❝❛t❝❤✐♥❣ ❞❛♠❛❣❡❞ ♦♥❡s✳

❉❛♠❛❣❡ t②♣❡ ❘❡❝❛❧❧✭✪✮ Pr❡❝✐s✐♦♥✭✪✮

P❡❡❧✐♥❣ ✶✺✳✶✸ ✷✳✻✻
❈r❛❝❦ ✷✻✳✶✹ ✽✳✸✵
❋✉♥❣✐ ✹✹✳✼✹ ✸✽✳✹✻
▲❙ ✷✸✳✻✵ ✻✳✽✻
▲❘❉ ✸✻✳✾✾ ✹✶✳✽✻

❚❛❜❧❡ ✻✳✶✿ ❈❱❆ r❡❝❛❧❧ ❢♦r t❡st ❞❛t❛s❡t

✻✳✷ ❚❡st✐♥❣ ❘❡s✉❧ts ❉▲❆

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✺ ✇❛s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ t❡st ❞❛t❛s❡t ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✱ ❛♥❞

✇❛s s❡t t♦ ♦✉t♣✉t ❝♦♥st❛♥t❧② ✸✵✵ ❞❡t❡❝t✐♦♥s✱ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤♦s❡ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ s❝♦r❡✳ ❚❛❜❧❡ ✻✳✷

♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❆✈❡r❛❣❡ Pr❡❝✐s✐♦♥ ♣❡r ❝❧❛ss✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✸✱ ✇❤✐❧❡ t❛❜❧❡ ✻✳✸ s❤♦✇s t❤❡ ♠❆P ❢♦r

t❤❡ t❡st ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❛t❛s❡ts✳ ❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ t❤❡ ▲❘❉ st❛♥❞s ♦✉t ❢♦r ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤❡st r❡s✉❧t✱ ❜✉t ❛s

❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✺✱ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛ ❧❛❝❦ ♦❢ ♥♦♥✲❞❛♠❛❣❡❞ ❧✐❣❤t♥✐♥❣ r❡❝❡♣t♦rs ✐♥ t❤❡ t❡st

❞❛t❛s❡t✳

❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✱ t❤❡ ❝❧❛ss ❡r♦s✐♦♥ ✇❛s ♦♥❧② ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡❡♣ ❧❡❛r♥✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛s ❛♥

❛tt❡♠♣t t♦ ❝♦♥✜r♠ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛♥ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❛ ❝❧❛ss ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❝♦♥t❡①t

✇❤❡r❡ ✐t ✐s ✐♥s❡rt❡❞✳ ❲✐t❤ ❛ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♣❡r ❝❧❛ss✱ t❤❡ ❡r♦s✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❆✈❡r❛❣❡

Pr❡❝✐s✐♦♥ ✭❆P✮ ❝❧♦s❡ t♦ ♦t❤❡r ❝❧❛ss❡s✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s ❝♦♥✜r♠❡❞✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤✐s

❝❧❛ss ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♠♦st ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ✐♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ st❛❣❡✱ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣

❜❡tt❡r r❡s✉❧ts✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❛❜❧❡ ✻✳✸✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t❡st✐♥❣ st❛❣❡ ✇❛s ✇♦rst t❤❛♥ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞

❞✉r✐♥❣ tr❛✐♥✐♥❣ ✭s❡❡ ✜❣✳ ✺✳✸✷✮✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ♥♦t ❛s ❧❛r❣❡ ❛s ❢♦r t❤❡ ❈❱❆ r❡s✉❧ts✱ t❤❡s❡

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞r♦♣s ❝♦✉❧❞ ✐♥❞✐❝❛t❡ ❛ ❞✐s♣❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❡st✐♥❣ ❞❛t❛s❡t ❛♥❞ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣✴✈❛❧✐❞❛t✐♦♥

❞❛t❛s❡ts ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ st❛❣❡✳

✼✻



❉❛♠❛❣❡ t②♣❡ ❆✈❡r❛❣❡ Pr❡❝✐s✐♦♥✭✪✮

❊r♦s✐♦♥ ✼✵✳✸✹
P❡❡❧✐♥❣ ✻✷✳✾✷
❈r❛❝❦ ✼✷✳✺✼
❋✉♥❣✐ ✻✽✳✾✹
▲❙ ✻✻✳✾✾
▲❘❉ ✾✸✳✹✼

❚❛❜❧❡ ✻✳✷✿ ❆✈❡r❛❣❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❢♦r t❡st ❞❛t❛s❡t✱ ❢♦r t❤❡ ❉▲❆

❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❚❡st

♠❆P✭✪✮ ✽✵✳✺✹ ✼✷✳✺✹

❚❛❜❧❡ ✻✳✸✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❆P ✐♥ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❡st ❞❛t❛s❡ts✱ ❢♦r t❤❡ ❉▲❆

✻✳✸ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥

❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♣r♦♣♦s❡❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞♦♥❡ ❞✐r❡❝t❧② ✉s✐♥❣ ♠❆P✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥

✹✳✷✳✸✱ s✐♥❝❡ t❤✐s ♠❡tr✐❝ r❡q✉❡sts t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ s❝♦r❡s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛r❡❛✳

❆s t❤❡ ❈❱❆ ❞♦❡s ♥♦t ♦✉t♣✉t ❛ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ s❝♦r❡✱ ✐t ✇❛s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✿ ♣r❡❝✐s✐♦♥

❛♥❞ r❡❝❛❧❧ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ❈❱❆ ❛♥❞ ❝❤❡❝❦❡❞ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥t ✇♦✉❧❞ ❢❛❧❧ ✐♥s✐❞❡ ♦r ♦✉ts✐❞❡

t❤❡ ❋❛st❡r ❘✲❈◆◆ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛r❡❛✳ ■♥ ❝❛s❡ ✐t ❢❛❧❧s ✐♥s✐❞❡✱ t❤❡ ❈❱❆ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❧♦✇❡r

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶ ❞❡♠♦♥str❛t❡s ❡①❛❝t❧② t❤✐s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ❈❱❆ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♦✉t♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❋❛st❡r ❘✲❈◆◆✳ ❇♦t❤ ♣❡❡❧✐♥❣✱ ❝r❛❝❦

❛♥❞ ▲❙ ❞❡t❡❝t✐♦♥s ❢r♦♠ ❈❱❆ s❤♦✇ r❡❛❧❧② ❧♦✇ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✈❛❧✉❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s

❛♥❞ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐① ✇❛s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡

■♦❯ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s❦❡t❝❤② ❢♦r t❤❡ ❈❱❆ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ ✐t ♠❡❛s✉r❡s t❤❡

♦✈❡r❧❛♣ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦①❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ✜tt✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦① t♦ ❞❛♠❛❣❡s ✐s ♥♦t t❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢

t❤✐s ✇♦r❦ ❛♥❞ s♦ ✇❛s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇❤❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ t❤❡ ❈❱❆ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss❡s ❢✉♥❣✐ ❛♥❞ ▲❘❉ s❤♦✇

s❧✐❣❤t❧② ❧❛r❣❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ r❡❝❛❧❧ ❛♥❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥✱ ❜✉t ❛r❡ ❛❧s♦ ♦✉t♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❋❛st❡r ❘✲❈◆◆✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❈❱❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❛❦❡s ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ r♦✉❣❤❧② ✸✻ s❡❝♦♥❞s t♦ ❞❡t❡❝t ❞❛♠❛❣❡s ♦♥ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡✱

✇❤✐❧❡ ❋❛st❡r ❘✲❈◆◆ ♦♥❧② t❛❦❡s ✺ s❡❝♦♥❞s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ r❡❛s♦♥s t♦ ❥✉st✐❢② s✉❝❤ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✳ ❋✐rst✱ t❤❡

❈❱❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ♣r♦❣r❛♠♠❡❞ ❢r♦♠ s❝r❛t❝❤ ❛♥❞ s♠❛❧❧ ❡✛♦rts ✇❡r❡ ♠❛❞❡ t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦❞✐♥❣

♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t✳ ❈♦♥tr❛r✐❧②✱ ❋❛st❡r ❘✲❈◆◆ ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❢r♦♠ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❝♦❞✐♥❣ ❧✐❜r❛r✐❡s✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱

❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✸✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ r❡s✐③❡❞ t♦ s♠❛❧❧❡r s✐③❡s ❜❡❢♦r❡ ❜❡✐♥❣ ❢❡❞ t♦ ❋❛st❡r ❘✲❈◆◆✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❈❱❆ ✉s❡s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡s s✐③❡s✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ❞❡t❡❝t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s ❥✉st ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥

r❡❢❡r❡♥❝❡✱ s✐♥❝❡ ♥♦ ❣♦❛❧ ✇❛s ❡st❛❜❧✐s❤ ❢♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✳

✼✼



❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ❈❱❆ ❛♥❞ ❉▲❆ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥

❈❱❆ ❋❛st❡r ❘✲❈◆◆

❉❡t❡❝t✐♦♥ t✐♠❡✭s✮ ✸✺✳✺✾ ✺✳✶✻

❚❛❜❧❡ ✻✳✹✿ ❈❱❆ ❛♥❞ ❉▲❆ ❞❡t❡❝t✐♦♥ t✐♠❡ ♣❡r ✐♠❛❣❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥

✼✽



❈❤❛♣t❡r ✼

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❆✉t♦♠❛t✐❝ ✈✐s✉❛❧ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡s ❜❧❛❞❡s ✐s ♥♦t ❛ tr✐✈✐❛❧ t❛s❦✳ ❋✐rst✱ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡

❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s st✐❧❧ ♥♦ st❛♥❞❛r❞ ❧❛❜❡❧❧✐♥❣ s②st❡♠✱ ❛s ✐t ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥s♣❡❝t♦r✱ ❝♦✉♥tr② ❛♥❞

tr❛✐♥✐♥❣✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤s t❤❡♠s❡❧✈❡s ❝♦♥t❛✐♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❢❛❝t♦rs s✉❝❤ ❛s ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥

♥♦t ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✱ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t

♦❢ t❤❡ ✜rst s♦❧✉t✐♦♥✳ ❇❡s✐❞❡s t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❢❛❝t♦rs ❛❧r❡❛❞② r❡❢❡rr❡❞✱ t❤❡ ♠❛♥✉❛❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs

✇❛s ❛ ❧❛r❣❡ ✇♦r❦❧♦❛❞ ❛♥❞ s❤♦✇❡❞ ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❞❡s✐❣♥ st❛❣❡✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ❞✉r✐♥❣ t❡st✐♥❣ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥

✻✳✸✮ ✐ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞r♦♣♣❡❞✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❞❡ ✐s ❛ ❦❡② ❢❛❝t♦r t♦ ♦❜t❛✐♥ r❡❛s♦♥❛❜❧❡

r❡s✉❧ts ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ❤✉❣❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s♦❧✉t✐♦♥✳

■♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷ tr❛♥s❢❡r ❧❡❛r♥✐♥❣ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❛ ❋❛st❡r ❘✲❈◆◆ ✇✐t❤ ❛ ❘❡s♥❡t✲✶✵✶ ❢❡❛t✉r❡ ❡①tr❛❝t♦r✳

❚❤❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ r❡✉s❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✲tr❛✐♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ s❡❡❦ ❢♦r ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts✱ t❤❡ ❤②♣❡r♣❛✲

r❛♠❡t❡rs s❡♥s✐t✐✈✐t② s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✱ ❜✉t t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❞❡♠❛♥❞ ❛ ❧❛r❣❡r ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥

t✐♠❡✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❧♦ss ❝♦♥✈❡r❣❡❞ t♦ ③❡r♦✱ ✐ts ❝♦♥❝❧✉s✐✈❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛s❡t✱ ②❡t ❞✉r✐♥❣

t❤❡ ❧❛st 2
3 ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♠❆P ❞✐❞ ♥♦t s❤♦✇ ♠✉❝❤ ✈❛r✐❛t✐♦♥✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❦❡♣t t♦

❧❡❛r♥ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡s✱ ✇❤✐❧❡ ♥♦t ♦✈❡r✜tt✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛s❡t✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ tr❛✐♥❡❞ ✉♥t✐❧ ✽✵❑ st❡♣s ✇❛s ❝❤♦s❡♥ ❢♦r t❡st✐♥❣✱ s✐♥❝❡ ✐t ❤❛❞ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♠❆P ✐♥ t❤❡

✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ t❡st✐♥❣ ❝♦♥✜r♠❡❞ t❤❛t ❡r♦s✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛♥♥❡r ❛s ♦t❤❡r ❞❛♠❛❣❡s✱

♠❡❛♥✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❧❡❛r♥❡❞ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❞❛♠❛❣❡s✳ ❆s t❤❡ ▲❘❉ ❝❧❛ss ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❛ s✉r♣r✐s✐♥❣❧② ❤✐❣❤

❆P✱ ✐t ✐s ♣r❡s✉♠❡❞ t❤❛t t❤✐s ✇❛s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❧✐❣❤t♥✐♥❣ r❡❝❡♣t♦rs ✐♥ ❣♦♦❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ❞❛t❛ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❞✉r✐♥❣ tr❛✐♥✐♥❣✱ t❤❡ ❞❛t❛s❡t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❧❛r❣❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡

t❤❡ r❡s✉❧ts✳

❇♦t❤ s♦❧✉t✐♦♥s ✇❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✉s✐♥❣ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝❛❧❧✳ ❋♦r ❛❧❧ ❝❧❛ss❡s✱ ❋❛st❡r ❘✲❈◆◆ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

✇❛s ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r t❤❛t ❢♦r t❤❡ ❈❱❆ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❆ ♥♦t❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛❞❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ❈❱❆ ❞✐❞ ♥♦t ❝♦✈❡r t❤❡
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❜❡st ❛❞❥✉st♠❡♥t ♦❢ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦①❡s t♦ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✱ ✇❤✐❝❤ ❣r❡❛t❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐① ❛♥❞ s♦

♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝❛❧❧✳ ❯s✐♥❣ IoU ❛s ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐① ✐s ❛ ❤❛rs❤ ♠❡tr✐❝ ❢♦r ❛ ♣r♦❜❧❡♠

✇❡r❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦① ❛❞❥✉st♠❡♥t ✐s ♥♦t ❛ r❡q✉✐r❡♠❡♥t t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❣♦❛❧s✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡✱ ❈❱❆ ✐s r♦✉❣❤❧② 7× s❧♦✇❡r t❤❛♥ ❋❛st❡r ❘✲❈◆◆✳ ❚❤✐s ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡

♥♦t s♦ ❣♦♦❞ ❝♦❞✐♥❣ ✇❤❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛s ✇❡❧❧ ❢♦r t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❈❱❆ ✉s❡s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s✐③❡

♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ✭5120 × 3415✮✱ ✇❤✐❧❡ ❋❛st❡r ❘✲❈◆◆ r❡s✐③❡s ✐t t♦ 900 × 600✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❈❱❆ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡

s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❡✱ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡✳ ❚❤✐s ♠♦❞✉❧❡ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② ✐♥ ❋❛st❡r

❘✲❈◆◆✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥♦t❤❡r ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡s✳

❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣✱ ❞❡❡♣ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐s ❛ ♠♦r❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♣r❡s❡♥t❡❞✱ ♦✈❡r❝♦♠✐♥❣

tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❞❡❡♣ ❧❡❛r♥✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥✱ s♦♠❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞♦♥❡ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts✳

❋✐rst t❤❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞ ❛♥❞ ❜❡tt❡r ❛♥❛❧②s❡❞ ❢♦r s❡♥s✐t✐✈✐t②✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❛♥❝❤♦rs

r❛t✐♦s ❛♥❞ ❛r❡❛s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢♦r t❤❡ s✐③❡s ❛♥❞ s❤❛♣❡s ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡s t♦ ✐❞❡♥t✐❢②✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧

✇♦✉❧❞ ❛❝❤✐❡✈❡ ❤✐❣❤❡r ♠❆P ✐❢ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛s❡t ✇❛s ❧❛r❣❡r ❛♥❞ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t t♦ ♠♦r❡ st❡♣s✳ ❆❧s♦✱

♠♦r❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❧✐❣❤t♥✐♥❣ r❡❝❡♣t♦rs ✐♥ ❣♦♦❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞❞❡❞✳ ❚❤✐r❞✱ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛s❡t ✇❛s

✉♥❜❛❧❛♥❝❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❛♠❛❣❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❤❛♥❞❧❡ ✉s✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ❞❛t❛✳

▲❛st❧②✱ t❤❡ ❞❡❡♣ ❧❡❛r♥✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥s✱ ✉s✐♥❣ ❧✐❣❤t❡r ❛♥❞ ❢❛st❡r

♥❡t✇♦r❦s✳
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❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❬✶❪ ❆❝❤❛♥t❛✱ ❘✳✱ ❙❤❛❥✐✱ ❆✳✱ ❙♠✐t❤✱ ❑✳✱ ▲✉❝❝❤✐✱ ❆✳✱ ❋✉❛✱ P✳ ❛♥❞ ❙üsstr✉♥❦✱ ❙✳ ❬✷✵✶✷❪✱ ❵❙❧✐❝ s✉♣❡r♣✐①❡❧s ❝♦♠✲

♣❛r❡❞ t♦ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt s✉♣❡r♣✐①❡❧ ♠❡t❤♦❞s✬✱ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ P❛tt❡r♥ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ▼❛❝❤✐♥❡

■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ✸✹✭✶✶✮✱ ✷✷✼✹✕✷✷✽✷✳ ✷✶

❬✷❪ ❇❡♥❣✐♦✱ ❨✳✱ ❙✐♠❛r❞✱ P✳ ❛♥❞ ❋r❛s❝♦♥✐✱ P✳ ❬✶✾✾✹❪✱ ❵▲❡❛r♥✐♥❣ ❧♦♥❣✲t❡r♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ✇✐t❤ ❣r❛❞✐❡♥t

❞❡s❝❡♥t ✐s ❞✐✣❝✉❧t✬✱ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s ✺✭✷✮✱ ✶✺✼✕✶✻✻✳ ✸✻

❬✸❪ ❇r❛❞❧❡②✱ ❉✳ ❛♥❞ ❘♦t❤✱ ●✳ ❬✷✵✵✼❪✱ ❵❆❞❛♣t✐✈❡ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♠❛❣❡✬✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❣r❛♣❤✐❝s

t♦♦❧s ✶✷✭✷✮✱ ✶✸✕✷✶✳ ✶✸

❬✹❪ ❈❛♥♥②✱ ❏✳ ❬✶✾✽✻❪✱ ❵❆ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❡❞❣❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✬✱ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ P❛tt❡r♥

❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ▼❛❝❤✐♥❡ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ✻✱ ✻✼✾✕✻✾✽✳ ✶✺

❬✺❪ ❈❤❛❞②✱ ❚✳✱ ❙✐❦♦r❛✱ ❘✳✱ ▲♦♣❛t♦✱ P✳✱ Ps✉❥✱ ●✳✱ ❙③②♠❛♥✐❦✱ ❇✳✱ ❇❛❧❛s✉❜r❛♠❛♥✐❛♠✱ ❑✳ ❛♥❞ ❘❛❥❛❣♦♣❛❧✱ P✳

❬✷✵✶✻❪✱ ❵❲✐♥❞ t✉r❜✐♥❡ ❜❧❛❞❡s ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✬✱ ❖r❣❛♥ ✺✱ ✶✻✳ ✷✱ ✹

❬✻❪ ❝♦♥tr✐❜✉t♦rs✱ ❲✳ ❬✷✵✷✵❪✱ ❵❉❜s❝❛♥ ✖ ✇✐❦✐♣❡❞✐❛✱ t❤❡ ❢r❡❡ ❡♥❝②❝❧♦♣❡❞✐❛✬✱ ❤tt♣s✿✴✴❡♥✳✇✐❦✐♣❡❞✐❛✳♦r❣✴

✇✴✐♥❞❡①✳♣❤♣❄t✐t❧❡❂❉❇❙❈❆◆✫♦❧❞✐❞❂✾✹✹✽✹✽✻✵✶✳ ✽✽

❬✼❪ ❉❛✐✱ ❏✳✱ ▲✐✱ ❨✳✱ ❍❡✱ ❑✳ ❛♥❞ ❙✉♥✱ ❏✳ ❬✷✵✶✻❪✱ ❘✲❢❝♥✿ ❖❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✈✐❛ r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❢✉❧❧② ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧

♥❡t✇♦r❦s✱ ✐♥ ❵❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ◆❡✉r❛❧ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❙②st❡♠s✬✱ ♣♣✳ ✸✼✾✕✸✽✼✳ ✷✺

❬✽❪ ❉r❡✇r②✱ ▼✳ ❆✳ ❛♥❞ ●❡♦r❣✐♦✉✱ ●✳ ❬✷✵✵✼❪✱ ❵❆ r❡✈✐❡✇ ♦❢ ♥❞t t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡s✬✱ ■♥s✐❣❤t✲◆♦♥✲

❉❡str✉❝t✐✈❡ ❚❡st✐♥❣ ❛♥❞ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ▼♦♥✐t♦r✐♥❣ ✹✾✭✸✮✱ ✶✸✼✕✶✹✶✳ ✹

❬✾❪ ❉✉❞❛✱ ❘✳ ❖✳ ❛♥❞ ❍❛rt✱ P✳ ❊✳ ❬✶✾✼✶❪✱ ❯s❡ ♦❢ t❤❡ ❤♦✉❣❤ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❞❡t❡❝t ❧✐♥❡s ❛♥❞ ❝✉r✈❡s ✐♥

♣✐❝t✉r❡s✱ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt✱ ❙r✐ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ▼❡♥❧♦ P❛r❦ ❈❛ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❈❡♥t❡r✳ ✶✽

❬✶✵❪ ❊❧❜❡❤✐❡r②✱ ❍✳✱ ❍❡❢♥❛✇②✱ ❆✳ ❛♥❞ ❊❧❡✇❛✱ ▼✳ ❬✷✵✵✺❪✱ ❵❙✉r❢❛❝❡ ❞❡❢❡❝ts ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❝❡r❛♠✐❝ t✐❧❡s ✉s✐♥❣

✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s✬✳ ✶✶

✽✶
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❬✺✶❪ ❚❤♦♠s❡♥✱ ❖✳ ❚✳ ❬✷✵✵✾❪✱ ❵❙❛♥❞✇✐❝❤ ♠❛t❡r✐❛❧s ❢♦r ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡ ❜❧❛❞❡s✖♣r❡s❡♥t ❛♥❞ ❢✉t✉r❡✬✱ ❏♦✉r♥❛❧

♦❢ ❙❛♥❞✇✐❝❤ ❙tr✉❝t✉r❡s ✫ ▼❛t❡r✐❛❧s ✶✶✭✶✮✱ ✼✕✷✻✳ ✸

❬✺✷❪ ❚♦rr❛❧❜❛✱ ❆✳✱ ❊❢r♦s✱ ❆✳ ❆✳ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪✱ ❯♥❜✐❛s❡❞ ❧♦♦❦ ❛t ❞❛t❛s❡t ❜✐❛s✳✱ ✐♥ ❵❈❱P❘✬✱ ❱♦❧✳ ✷✱ ❈✐t❡s❡❡r✱

♣✳ ✼✳ ✼✵

❬✺✸❪ ❲❡r❜♦s✱ P✳ ❬✶✾✼✹❪✱ ❵❇❡②♦♥❞ r❡❣r❡ss✐♦♥✿✧ ♥❡✇ t♦♦❧s ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧

s❝✐❡♥❝❡s✬✱ P❤✳ ❉✳ ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❍❛r✈❛r❞ ❯♥✐✈❡rs✐t② ✳ ✷✹

❬✺✹❪ ❲✐♥❞❊✉r♦♣❡ ❇✉s✐♥❡ss ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ❉❛♥✐❡❧ ❋r❛✐❧❡✱ ❆✳ ▼✳ ❬✷✵✶✼❪✱ ❲✐♥❞ ✐♥ ♣♦✇❡r ✷✵✶✼ ✲ ❛♥♥✉❛❧ ❝♦♠✲

❜✐♥❡❞ ♦♥s❤♦r❡ ❛♥❞ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❡♥❡r❣② st❛t✐st✐❝s✱ ❘❡♣♦rt✱ ❲✐♥❞ ❊✉r♦♣❡✳ ✶✱ ✷

❬✺✺❪ ❨✉♥✱ ❉✳ ❛♥❞ ▲✐♠✱ ❍✳ ❬✷✵✶✸❪✱ ❵❙t✉❞② ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ s②st❡♠ ♦♥ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡ ❜❧❛❞❡s✬✳ ✷

❬✺✻❪ ❨✉♥✱ ❏✳ P✳✱ P❛r❦✱ ❨✳✱ ❙❡♦✱ ❇✳✱ ❑✐♠✱ ❙✳ ❲✳✱ ❈❤♦✐✱ ❙✳ ❍✳✱ P❛r❦✱ ❈✳ ❍✳✱ ❇❛❡✱ ❍✳ ▼✳ ❛♥❞ ❍✇❛♥❣✱ ❍✳ ❲✳

❬✷✵✵✻❪✱ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❤✐❣❤✲s♣❡❡❞ st❡❡❧ ❜❛r ✐♥ ❝♦✐❧ ✭❜✐❝✮✱ ✐♥

❵✷✵✵✻ ❙■❈❊✲■❈❆❙❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✐♥t ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡✬✱ ■❊❊❊✱ ♣♣✳ ✷✹✾✺✕✷✹✾✽✳ ✶✶

❬✺✼❪ ❩❡✐❧❡r✱ ▼✳ ❉✳ ❛♥❞ ❋❡r❣✉s✱ ❘✳ ❬✷✵✶✹❪✱ ❱✐s✉❛❧✐③✐♥❣ ❛♥❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✱ ✐♥ ❵❊✉✲

r♦♣❡❛♥ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥✬✱ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ♣♣✳ ✽✶✽✕✽✸✸✳ ✸✻

✽✺



✽✻



❆♣♣❡♥❞✐① ❆

❈❧✉st❡r✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠s

❆✳✶ ❑✲♠❡❛♥s

❑✲♠❡❛♥s ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛❜❧❡ t♦ ❝❧✉st❡r ◆✲❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ✐♥t♦ ❑ ❝❧✉st❡rs✳

❆ s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❑✲♠❡❛♥s ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ❋♦r t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡✱ ❝❧✉st❡rs ❛r❡

✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❛t ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥s Ck = [xk, yk]✱ ❛♥❞ ❛r❡ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣

❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❡tr✐❝✳ ❆ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❡tr✐❝ ✐s t❤❡ ❡✉❝❧✐❞❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❧✉st❡r

❝❡♥t❡rs ❛♥❞ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ❛s✿

D = (xk − xi)
2 + (yk − yi)

2 ✭❆✳✶✮

❆ ❞♦✇♥s✐❞❡ ♦❢ ❑✲♠❡❛♥s ✐s t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❧✉st❡r ❝❡♥t❡rs✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ r❡q✉✐r❡❞

s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs✱ ❑✳ ❋♦r ❛ ❞❡❡♣❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ ♦❢ ❤♦✇ ❑✲♠❡❛♥s ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❝❧✉st❡rs ❞❛t❛✱

❛♣♣❡♥❞✐① ✷ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛❧❧ ❝r✉❝✐❛❧ st❡♣s✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ❑✲♠❡❛♥s ❝❧✉st❡r✐♥❣

❉❡✜♥❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs K
❉❡✜♥❡ ❝❧✉st❡rs ❝❡♥t❡rs Ck = [xk, yk] ✇✐t❤ k = 1, 2, ...,K
✇❤✐❧❡ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♥♦t r❡❛❝❤❡❞ ❞♦

❢♦r p ✐♥ ◆✲❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ❞♦
❈♦♠♣✉t❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡ D ✭❡q✉❛t✐♦♥ ❆✳✶✮ ❜❡t✇❡❡♥ p ❛♥❞ ❛❧❧ K ❝❧✉st❡rs
❆ss✐❣♥ p t♦ ♥❡❛r❡st ❝❧✉st❡r

❡♥❞ ❢♦r

❢♦r k = 1 : K ❞♦

❈♦♠♣✉t❡ ♠❡❛♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❝❧✉st❡r k
❯♣❞❛t❡ ❝❧✉st❡r Ck = mean(pk)

❡♥❞ ❢♦r

❡♥❞ ✇❤✐❧❡

✽✼



❆✳✷ ❉❇❙❈❆◆

❆s r❡❢❡rr❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ ❉❇❙❈❆◆ ❝❧✉st❡rs ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❤✐❣❤ ❛♥❞ ❧♦✇ ❞❡♥s✐t② ❛r❡❛s✳ ❇② ✐♥s♣❡❝t✐♥❣

t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t✱ ✐t ❡✣❝✐❡♥t❧② ❝❧✉st❡rs ❞❡♥s❡ ❛r❡❛s✱ ✇❤✐❧❡ ❛❧s♦ r❡♠♦✈✐♥❣ ♦✉t❧✐❡rs✳ ■♥ ❛ ✷

❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❛t❛s❡t✱ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❛ ❝✐r❝❧❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ r❛❞✐✉s✱ ǫ✳ P♦✐♥ts ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞

❝♦r❡ ♦❢ ❛ ❞❡♥s❡ ❝❧✉st❡r ✇❤❡♥❡✈❡r ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ ♣♦✐♥ts✱ Nmin✳ ▲❡ts ❝♦♥s✐❞❡r

t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ s❝❤❡♠❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ❆✳✶✱ ✇✐t❤ Nmin = 4✳ ❖r❛♥❣❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝♦r❡✱ s✐♥❝❡

✐ts ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s ♣r❡s❡♥t ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ ✹ ♣♦✐♥ts✳ ❨❡❧❧♦✇ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❜♦r❞❡rs ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❞♦ ♥♦t

❤❛✈❡ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ ✹ ♣♦✐♥ts✱ ②❡t✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❛r❡ ❝❛✉❣❤t ✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ ❝♦r❡ ♣♦✐♥ts✱ ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞

✇✐t❤ t❤❡ ❝❧✉st❡r✳ ❚❤❡ ♣✉r♣❧❡ ♣♦✐♥t ❤❛s ❧♦✇ ❞❡♥s✐t②✱ s♦ ✐t r❡♣r❡s❡♥ts ♥♦✐s❡✳

❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✿ ❉❇❙❈❆◆ s❝❤❡♠❡ ✭❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✻❪

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ ❉❇❙❈❆◆

❉❡✜♥❡ r❛❞✐✉s ♦❢ ❝✐r❝❧❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ǫ

❉❡✜♥❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥s✐❞❡ ❝✐r❝❧❡ Nmin

✇❤✐❧❡ ◆♦t ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❡✈❡r② ♣♦✐♥t ❞♦
❘❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦♦s❡ ♣♦✐♥t t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ P

✐❢ P ✐s ❛❧r❡❛❞② ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t❤❡♥

❈♦♥t✐♥✉❡
❡❧s❡

▲❛❜❡❧ P ❛s ❡✈❛❧✉❛t❡❞
❈♦♠♣✉t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ Nǫ

✐❢ Nǫ < Nmin t❤❡♥

P ✐s ♥♦✐s❡
❡❧s❡

✇❤✐❧❡ ❈❧✉st❡r C ♥♦t st♦♣ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ❞♦
P ❛♥❞ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❛r❡ ❝♦r❡ ♦❢ C
❊✈❛❧✉❛t❡ ♣♦✐♥ts ✐♥s✐❞❡ ❝♦r❡s ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s ♦❢ C

❡♥❞ ✇❤✐❧❡

❡♥❞ ✐❢

❡♥❞ ✐❢

❡♥❞ ✇❤✐❧❡

✽✽



❆♣♣❡♥❞✐① ❇

❇❛❝❦♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥s

∂Lcls

∂wl
= −

N∑

n

∂Lcls

∂p̂n

∂p̂n

∂al
∂al

∂zl
∂zL

∂wl
= (p̂n − pn)a

l−1σ′(zl) ✭❇✳✶✮

∂Lreg

∂wl
=

∂Lreg

∂t̂

∂t̂

∂P

∂P

∂al
∂al

∂zl
∂zl

∂wl
✭❇✳✷✮

∂Lreg

∂t̂
=

∑

j∈{x,y,w,h}

∂smooth(t̂j − tj)

∂t̂j
=

{
t̂j − tj ✐❢ |t̂j − tj | < 1
|t̂j−tj |

t̂j−tj
♦t❤❡r✇✐s❡

✭❇✳✸✮

∂t̂

∂P
=

{
∂t̂x
∂Px

= 1
Aw

,
∂t̂y
∂Py

= 1
Ah

, ∂t̂w
∂Pw

= 1
Pw

, ∂t̂h
∂Ph

= 1
Ph

}
✭❇✳✹✮

∂P

∂al
=

{
∂Px

∂al
x
= Aw,

∂Py

∂al
y
= Ah,

∂Pw

∂al
w

= Awe
al
w , ∂Ph

∂al
h

= Ahe
al
h

}
✭❇✳✺✮

✽✾
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